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Введение

Актуальность темы. Исследование вибрационных воздействий на газожид-

костные системы представляет важную научную проблему механики много-

фазных сред в связи с многочисленными приложениями к различным тех-

нологическим процессам. Этой проблеме посвящены известные монографии

Нигматулина Р.И. [23,24], Ганиева Р.Ф. [11], Блехмана И.И. [3] и других учен-

ных как в России, так и за рубежом. Наблюдаемое слияние пузырьков при

вибрационных воздействий на газожидкостные системы — явление, которое

изучается более ста лет, начиная с работ С.А. Бьеркнеса и В. Бьеркнеса [34].

Бьеркнесы теоретически и экспериментально установили, что на большом

расстоянии между пульсирующими в фазе сферическими пузырьками воз-

никает сила притяжения обратно пропорциональная квадрату расстояния.

Тем не менее, проблема слияния двух газовых пузырьков в жидкости при

вибрационном воздействии – одна из основных нерешенных до сих пор про-

блем гидродинамики многофазных сред. От ее решения зависит корректность

моделирования газожидкостных смесей, часто используемых в инженерных

приложениях.

Наблюдения показывают, что сближение пузырьков под действием сил

Бьеркнесов, известных на больших расстояниях как силы притяжения, не все-

гда заканчиваются слиянием [18]. Поскольку сила Бьеркнеса является глав-

ной асимптотикой силы гидродинамического взаимодействия двух пульсиру-

ющих сфер на большом расстоянии их друг от друга, она не применима для

описания движения сфер при приближении их к контакту. Вблизи контакта

структура гидродинамических сил существенно сложнее главной асимптоти-

ки Бьеркнесов. В этой структуре нужно учитывать не только инерцию, но и

вязкость жидкости. При этом каждый из этих эффектов связан с решением

сложных краевых задач математической физики.
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Эффекты слияния и дробления пузырьков, которые часто игнорируют-

ся, являются основными факторами, влияющими на дисперсный состав га-

зожидкостной системы. Диссертация направлена на исследование эффектов

слияния пузырьков.

Степень разработанности темы. Самым распространенным подходом

к исследованию гидродинамического взаимодействия пульсирующих пузырь-

ков, начатым более ста лет назад С.А. Бьеркнесом и В. Бьеркнесом, является

представление силы в виде разложения по обратным расстояниям между пу-

зырьками, что мало эффективно ввиду слабой сходимости разложений вбли-

зи контакта.

Известны частные математические исследования силы, полученные пере-

разложениями рядов по другому параметру: расстоянию между поверхно-

стями сфер, который при приближении к контакту стремится к нулю. Такие

исследования были выполнены для случая твердых шаров в идеальной жид-

кости (Raszilier et al. 1990 [75]), в вязкой жидкости (Jeffrey 1982 [58]). Для

случая пульсирующих сфер имеется недавнее исследование (Michelin et al.

2019 [68]), найдена главная асимптотика вязкой силы для расширяющегося

пузырька у стенки. Для двух пульсирующих сферических пузырьков равных

радиусов главные асимптотики для инерционной и вязкой сил найдены Пет-

ровым А.Г. 2011 [26]. Им построены дифференциальные уравнения для их

сближения.

Цели работы. Определение безразмерных параметров, влияющих на сли-

яние пузырьков произвольных радиусов и отсутствие его. Определение кри-

териев, при которых пузырьки не будут сливаться.

Основные задачи исследования:

• Точное решение задач о силах вязкого и невязкого взаимодействия двух

пульсирующих сфер в жидкости.

• Асимптотические разложения сил вязкого и невязкого взаимодействия

двух пульсирующих сфер в жидкости вблизи контакта.

• Асимптотическое уравнение динамики пузырьков, пульсирующих в пе-

ременном поле давления вблизи контакта.

• Вывод условий слияния и отсутствия слияния пузырьков.
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Научная новизна.

• С помощью точного решения краевой задачи для функции тока най-

дено новое выражение для кинетической энергии идеальной жидкости

при движении в ней двух пульсирующих сфер. Это выражение удобно

для получения разложений сил гидродинамического взаимодействия по

малому расстоянию между поверхностями сфер.

• Из решения краевой задачи для уравнений Стокса вязкой жидкости по-

лучены точные выражения для вязких сил действующих на две пульси-

рующие сферы.

• Получены асимптотические разложения по малому расстоянию между

поверхностями сфер для сил гидродинамического взаимодействия пуль-

сирующих сфер вблизи их контакта в идеальной и вязкой жидкостях.

• Проведены численное и асимптотическое исследования уравнений сбли-

жения пульсирующих пузырьков вблизи контакта.

• Методом осреднения динамики двух пульсирующих пузырьков вблизи

их контакта дан вывод условий слияния и отсутствия слияния пузырьков

различных радиусов.

Теоретическая и практическая значимость. Выведены уравнения ди-

намики пульсирующих пузырьков вблизи контакта. Методом осреднения най-

дены условия, при которых происходит слияние пузырьков, а также найде-

ны условия при которых процесс сближения заканчивается периодически-

ми колебаниями на конечном расстоянии сфер друг от друга. Достоверность

условий слияния и отсутствия его доказывается сравнением с численным ре-

шением динамических уравнений. Эти результаты можно использовать для

эффективного освобождения газовой фазы из газожидкостной системы. Та-

кие процессы типичны в химико технологических и биотехнологических ре-

акторах [72], а также при водоочистке и обогащении [12]. В последние годы

активно исследуется применение акустического воздействия на пузырьки с

целью терапии и доставки лекарств [39]. Процессы слияния пузырьков необ-

ходимо учитывать для увеличения эффективности таких методов, а также

для из безопасности.
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Методология и методы исследования. Исследование базируется на

построении точных решений для функции тока течения жидкости для двух

сфер переменного радиуса, скорости центров которых направлены по линии

центров сфер. Решения строятся как для идеальной жидкости так и для вяз-

кой жидкости в приближении Стокса с различными граничными условиями.

Динамические уравнения составляются с помощью метода Лагранжа и упро-

щаются методом Рауса исключения циклической координаты. Эти уравнения

решаются численно и методом осреднения.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Показано, что для частоты акустического воздействия много меньше

собственной частоты колебаний пузырьков относительные амплитуды

колебаний пузырьков меняются по одинаковому гармоническому зако-

ну с частотой равной частоте акустического воздействия.

2. Уравнения движения пузырьков записаны в виде уравнений Лагранжа

второго рода. Функцией Лагранжа является кинетическая энергия жид-

кости, создаваемая движением в ней по линии центров двух сфер, ради-

усы которых меняются по найденному гармоническому закону; обобщен-

ные координаты - координаты центров сфер, обобщенные силы - вязкие

силы.

3. Кинетическая энергия жидкости представлена в виде квадратичной фор-

мы от четырех скоростей центров сфер и их радиусов. Все коэффициен-

ты найдены точно и выражены через функции зазора между сферами.

4. Коэффициенты кинетической энергии представлены в виде разложений

по зазору между сферами с любой степенью точности.

5. Для движения двух сфер переменных радиусов в вязкой жидкости в при-

ближении Стокса дано точное решение задачи о силе, действующей на

сферы для различных видов граничных условий. Вязкая сила выражена

точно через зазор между сферами.

6. Для различных видов граничных условий для силы получено асимпто-

тическое разложение вязкой силы по зазору между сферами.
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7. Доказано, что с большой точностью выполнен закон сохранения импуль-

са. Уравнения динамики методом Рауса сведены к одному уравнению.

8. Методом осреднения найдена безразмерная сила, как функция от от-

носительного зазора между сферами, зависящая от трех безразмерных

параметров: отношения радиусов, относительной амплитуды давления и

параметра вязкости. Полученная функция определяет условия слияния

и отсутствия слияния пузырьков в пульсирующем поле давления.

9. Получен критерий слияния и отсутствия слияния пузырьков. Если отно-

шение радиусов пузырьков меньше 2,8, пузырьки в акустической волне

сливаются. При большем отношении радиусов в зависимости от вели-

чин параметра вязкости и относительной амплитуды давления слияние

может не происходить.

Достоверность. Достоверность полученных автором точных и асимпто-

тических решений обосновывается сравнением с ранее полученными решени-

ями в иной форме с помощью других методов, совпадение с частным решени-

ем для сфер с постоянными и переменными радиусами в работах отечествен-

ных и зарубежных авторов. Проводится контроль асимптотических решений

численными решениями выведенных точных уравнений.

Апробация работы. Основные результаты работы в разное время до-

кладывались и обсуждались на международных и всероссийских научных

конференциях:

1. 55-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 19-25

ноября 2012

2. 57-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 24-29

ноября 2014

3. XIX Международная конференции по вычислительной механике и совре-

менным прикладным программным системам, Алушта, 24-31 мая 2015.

4. ХI Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической

и прикладной механики, 20-24 августа 2015.

5. 9th International Symposium on Cavitation, Lausanne, 6-10 Dec. 2015.
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6. Всероссийская конференция с международным участием "Современные

проблемы механики сплошных сред и физики взрыва посвященной 60-

летию Института гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН 4-8

сентября 2017.

7. 61-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 19-25

ноября 2018.

8. XXI Международная конференции по вычислительной механике и совре-

менным прикладным программным системам, Алушта, 24-31 мая 2019.

9. 62-ая Всероссийская научная конференция МФТИ, Долгопрудный, 18-24

ноября 2019.

10. 10-ая международная научная школа молодых ученых "Волны и вихри в

сложных средах Москва, Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлин-

ского РАН, 3 - 5 декабря 2019.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 3 статьи [82–84] из кото-

рых 2 [82,83] индексированные в базах данных «Сеть науки» (Web of Science)

и «Скопус» (Scopus), а также 9 тезисов международных и всероссийских кон-

ференций [85–93].

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

четырех глав, заключения. Работа содержит 129 страниц, включая 36 рисун-

ков и 4 таблиц. Список литературы содержит 93 наименования.

Благодарности

Автор выражает признательность научному руководителю Александру Геор-

гиевичу Петрову за руководство диссертацией, за постановку интересной и

перспективной задачи динамики двух пузырьков в акустическом поле давле-

ния.

Автор выражает благодарность коллективу кафедры Теоретической меха-

ники Московского физико-технического института за поддержку и творче-

скую атмосферу при работе на кафедре во время аспирантуры.

9



Автор также выражает благодарность Вановскому Владимиру Валерьеви-

чу за ценные идеи и критические замечания при решении задач диссертации,

а также за многолетнюю верную дружбу.

10



Глава 1

Уравнения динамики

взаимодействующих газовых пузырьков

в акустическом поле давления

1.1 Постановка задачи

Следуя Ландау [21], гидродинамические силы разделяются на инерционные,

которые определяются в рамках модели идеальной жидкости, и вязкие силы,

которые учитываются в безынерционном приближении Стокса.

Рассматривается движение пузырьков в воде характерных размеров

R „ 10 ´ 50мкм, в акустическом поле давления с частотой ω „ 104´105рад/с.

В этом случае пузырьки пульсируют с одинаковой фазой и частотой равной

частоте внешнего воздействия, и по закону Бьеркнесов пузырьки притягива-

ются друг к другу.

Вблизи контакта задача гидродинамического взаимодействия пузырьков

сильно осложняется, а характер движения пузырьков может измениться, как

под влиянием сил инерции, так и вязких сил, которые становятся домини-

рующими. Диссертация посвящена исследованию гидродинамического взаи-

модействия пузырьков вблизи контакта с учетом всех сил, действующих на

пузырьки.

В настоящее время известна теория взаимодействия двух пульсирующих

газовых пузырьков в жидкости, начиная с классических работ 19-го века

Хикса [54–56] и Бьеркнесов [34]. Для коэффициентов квадратичной формы

кинетической энергии жидкости при движении в ней двух твердых сфер точ-
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ные ряды были получены Хиксом в 1880 г. [54], а для переменных радиусов

— Воинов О.В. в 1970 г. [6,8,10]. Вблизи контакта двух сфер постоянных ра-

диусов Воинов в 1969 г. получил для рядов Хикса трехчленное разложение

по малому зазору между сферами для коэффициентов кинетической энер-

гии [7]. Для тех же коэффициентов Raszillier et al. в 1990 г. [75] разработал

алгоритм вычисления разложения по малому зазору любого порядка. Для пе-

ременных радиусов Петров А.Г. 2011 [26] получил двухчленное разложение

по малому зазору в случае равных радиусов. Для рассмотрения взаимодей-

ствия пузырьков в общем случае необходимо найти разложение по малому

зазору для пузырьков разных радиусов.

Разложение вязкой силы вблизи контакта для твердых шаров получены в

работах: Cooley, O’Neill 1969 [38], Зинченко А.З. 1978 [14], Jeffrey 1982 [58]. Для

двух сфер переменных радиусов в случае нулевого тангенциального напря-

жения задача рассматривалась в недавней работе Michelin S. et al. 2018 [67].

Для расширяющейся сферы около стенки главная асимптотика вязкой силы

в приближении тонкого слоя при условии проскальзывания на границе сферы

была получена в работе Michelin S. et al. 2019 [68].

В работах Воинова О.В. Головина А.М. [9] Кузнецова Г. Н., Щукина И.

Е. [19], Заболотской Е.А. [13], Doinikov A. A. [45–47], Аганина А.А., Давлет-

шина А.И. [1,2], Harkin [53] и других [29,31,66,71] изучается сближение пуль-

сирующих сферических пузырьков с помощью разложений по обратному рас-

стоянию между центрами сфер. Однако такое описание сближения к контак-

ту затруднено из-за логарифмической расходимости, что показано в работе

Петрова А.Г. 2011 [26]. В работе Pandey V. 2019 [73], утверждается, что си-

ла Бьеркнеса может принимать индивидуальное значение для каждого из

пузырьков, более того, вблизи контакта может случиться, что на один из пу-

зырьков действует сила притяжения, а на другой – сила отталкивания. Таким

образом, автор пытается объяснить отсутствие слияния между пузырьками.

В ошибочности данной работы легко убедиться, применяя Лагранжев фор-

мализм.

Среди экспериментальных работ при больших расстояниях между пузырь-

ками следует отметить Казанцев 1959 [17] и Crum 1975 [41], в которых расчет

движения пузырьков на достаточно больших расстояниях по классическо-
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му закону Бьеркнесов подтверждается экспериментом. На близких же рас-

стояниях следует отметить недавние эксперименты Junjie Jiao et al. 2013–

2015 [60–62], Cleve S. et al. 2018 [37], где исследуется слияние пульсирующих

пузырьков в акустическом поле давления, однако, удовлетворительного со-

гласия с известными классическими теориями пока не достигнуто. Для ис-

следования сближения пузырьков вблизи контакта принципиальное значение

имеет разложение сил по малому зазору между их поверхностями. В работе

Петрова А.Г. 2011 [26] для пузырьков равных радиусов показано, что главная

асимптотика вязкой силы взаимодействия пузырьков при осреднении исче-

зает. В диссертации показано, что этот результат является общим и для пу-

зырьков произвольных радиусов. Поэтому для описания процесса сближения

пузырьков требуется вычислять следующие члены разложения вязкой силы

и этот вопрос исследуется в главе 3.

1.2 Уравнения Лагранжа

С помощью метода Лагранжа рассматривается взаимодействие двух сфери-

ческих пузырьков в жидкости с радиусами R „ 10 ´ 50 мкм в пульсирующем

поле давления pptq “ p8 `∆p cospωtq (p8– среднее статическое давление, ∆p

– амплитуда колебаний давления с круговой частотой ω). При рассмотрении

динамики пузырьков не будут учитываться силы Архимеда. Как показано

в экспериментальных работах [60–62], градиент давления стоячей волны по

вертикали уравновешивает силу Архимеда, при этом стабилизация пузырь-

ков происходит в одной горизонтальной плоскости.

Запишем Лагранжиан системы в виде [25, 26]

L “ T ´ Π, Π “
2ÿ

i“1

#
4

3
πR3

i

«

pptq ` pi0

γ ´ 1

ˆ
Ri0

Ri

˙3γ
ff

` 4πσR2

i

+

, (1.2.1)

где σ – коэффициент поверхностного натяжения, γ – показатель адиабаты

газа в пузырьках, pi0 “ p8 ` 2σ{Ri0 и Ri0 – давление и радиус пузырька в

отсутствии пульсации давления.

Рассматриваемый Лагранжиан L зависит от четырех обобщенных коорди-

нат: z1,z2,R1,R2 и их скоростей 9z1 “ ´u1, 9z2 “ u2, 9R1, 9R2. Уравнения Лагранжа
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принимают вид
dI1

dt
“ FB ` Fµ1, (1.2.2)

dI2

dt
“ ´FB ` Fµ2, (1.2.3)

dI3

dt
“ BT

BR1

´ BΠ
BR1

, (1.2.4)

dI4

dt
“ BT

BR2

´ BΠ
BR2

. (1.2.5)

где четыре импульса системы равны

I1 “ BT
B 9z1

“ ´ BT
Bu1

“ ´2πρ
”
2 pA1u1 ` Bu2q ` C12

9R2 ` C11
9R1

ı
, (1.2.6)

I2 “ BT
B 9z2

“ BT
Bu2

“ 2πρ
”
2 pA2u2 ` Bu1q ` C21

9R1 ` C22
9R2

ı
, (1.2.7)

I3 “ BT
B 9R1

“ 2πρr2pD1
9R1 ` E 9R2q ` C11u1 ` C21u2s, (1.2.8)

I4 “ BT
B 9R2

“ 2πρ
”
2pD2

9R2 ` E 9R1q ` C12u1 ` C22u2

ı
. (1.2.9)

Здесь введено обозначение обобщенной силы Бьеркнеса FB “ BT {Br. Ее

асимптотическое выражение вблизи контакта будет получено в главе 2, а

выражения для вязких сил Fµl1 и Fµl2 — в главе 3.

1.3 Вынужденные пульсации пузырьков

Следуя работе [26], предполагаются выполненными условия:

1) малость амплитуды акустического воздействия: ∆p ! p8,

2) ограничение для частоты акустического воздействия:

ω2 ! ω2

0, ω2M ! ω2

0. (1.3.1)
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При коэффициенте поверхностного натяжения σ и показателе адиабаты

газа в пузырьке γ собственная частота колебаний пузырька радиуса R и па-

раметр вязкости M определяются формулами

ω2

0 “ 3γp8

ρlR2
` 2p3γ ´ 1qσ

ρlR3
, M “ µl

ρlR2ω
. (1.3.2)

Ниже будут рассматриваться пузырьки с радиусами в диапазоне

R „ 10´ 50мкм, собственная частота ω0 „ p0,4´ 2q ˆ 106рад/с . При частоте

ω „ 104 ´ 105рад/с параметр M „ 0,01 ´ 0,07 оба условия (1.3.1) выполня-

ются.

В предположении (1.3.1) в уравнениях Лагранжа (1.2.4), (1.2.5), следуя

[26], можно пренебречь инерционными и вязкими членами. Тогда в линейном

приближении по амплитудам колебаний εiptq “ pRiptq ´Ri0q{Ri0 получим

BΠ
Bεi

“ 0, Π “
2ÿ

i“1

2πR3

i0

`
Ci ` 2∆p cospωtqεi ` 3γp8ε

2

i

˘
. (1.3.3)

Из уравнения (1.3.3) следует

ε1 “ ε2 “ εptq “ ε0 cospωtq, ε0 “ ´ ∆p

3γp8
. (1.3.4)

Таким образом, получен важный вывод: пузырьки пульсируют с одинаковы-

ми относительными амплитудами и одинаковыми фазами. Тем самым систе-

ма с четырьмя степенями свободы сведена к системе уравнений Лагранжа с

двумя степенями свободы

d

dt

BT
B 9z1

“ FB ` Fµl1, (1.3.5)

d

dt

BT
B 9z2

“ ´FB ` Fµl2. (1.3.6)

Также следует отметить, что при постоянном отношении радиусов

R1ptq{R2ptq “ R10{R20 существенного облегчается решение задачи взаимо-

действия пузырьков, как численно, так и аналитически.

В главе 4 показывается, что с помощью преобразования Рауса, можно еще

больше упростить систему: привести систему для уравнения Рауса с одной

степенью свободы. В нем будут использоваться асимптотические разложения

для силы Бьеркнеса и вязких сил полученных в главах 2 и 3.
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1.4 Основные результаты

1. Кинетическая энергия жидкости представлена в виде квадратичной фор-

мы

T “2πρl
`
A1u

2

1 ` 2Bu1u2 ` A2u
2

2 ` D1
9R2

1 ` 2E 9R1
9R2 `D2

9R2

2`
C11u1 9R1 ` C12u1 9R2 ` C21u2 9R1 ` C22u2 9R2

˘
.

(1.4.1)

Все коэффициенты найдены точно в параграфе 2.5 и выражены через

функции зазора h “ r ´ R1 ´ R2 (обозначения показаны на рис. 1.1).

Это позволяет получить разложение всех коэффициентов по h с любой

степенью точности.

z
2
z

1
u

2
u

1
R

2
R

1
z

h

r

ρ

Рис. 1.1: Постановка задачи

2. Коэффициенты кинетической энергии представлены в виде разложений

по h:

X “ fXphq ` gXphq ln
ˆ
h

2 sR

˙
, sR “ R1R2

R1 ` R2

, X “ tAi,B,Cij,Di,Eu,
(1.4.2)

где fXphq, gXphq– степенные полиномы вида a1h ` a2h
2 ` ... ` anh

n,

n – степень приближения.

Сила Бьеркнеса представлена в виде разложения по h следующего вида

FB “ πρ

2
sR2 ln

ˆ
h

2 sR

˙
9h2 `a0 `a1h` ...`anh

n`pb1h` ...`bnh
nq ln

ˆ
h

2 sR

˙
.

(1.4.3)

Разработан алгоритм определения разложений до любой степени n.
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3. Для движения двух сфер переменных радиусов в вязкой жидкости в при-

ближении Стокса дано точное решение задачи о силе, действующей на

сферы для различных видов граничных условий. Вязкая сила выражена

точно через параметр h .

4. В случае прилипания для силы получено следующее асимптотическое

выражение

Fµl1 « ´Fµl2 “ ´6πµl sR2
9h

h
´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
1

5
` R1R2

pR1 `R2q2
˙

9h´

´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
R2pR2 ` 2R1q

pR1 `R2q2
.

R1 ` R1pR1 ` 2R2q
pR1 `R2q2

.

R2

˙
` O p1q

(1.4.4)

Остаточный член можно представить в виде

a0 ` a1h ` ...` anh
n ` pb1h ` ...` bnh

nq ln
sR
h
.

5. Показано, что для частоты акустического воздействия меньше собствен-

ной частоты колебаний пузырьков ω2 ! ω2
0 относительные амплитуды

колебаний пузырьков εiptq “ pRiptq ´Ri0q{Ri0 меняются по одинаковому

закону ε1 “ ε2 “ εptq “ ε0 cospωtq, ε0 “ ´∆p{p3γp8q.

6. Доказано, что с достаточной точностью Fµl1 `Fµl2 “ 0 и выполнен закон

сохранения импульса. Уравнения динамики (1.3.5), (1.3.6) методом Рауса

сведены к одному уравнению

d

dt

BTR
B 9h

“ BTR
Bh ` Fµl

2πρl
,

где TR - квадратичная форма трех скоростей 9h, 9R1, 9R2 , коэффициенты

которой зависят от h,R1,R2 и по параметру h представлены в виде раз-

ложений вида fXphq ` gXphq ln
`
h
2 sR

˘
.

7. Методом осреднения уравнение динамики пузырьков приведено к виду

d

dt1
pµ11 9x ` η11x ` µ12 9ε` η12εq “ f̄pM,k,δ0q,

x “ δ ´ δ0, δ “ h{R1, k “ R2{R1, M “ µl{pρωR2

1q,
(1.4.5)

где коэффициенты µ11,η11,µ12,η12 явно выражены через δ0,k,M .
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8. Показано, что притяжение или отталкивание пузырьков зависит от знака

правой части f̄pM,k,δ0q, которая явно выражена через безразмерные па-

раметры M,k,δ0. Для отношений радиусов пузырьков k ă 2,8 при всех

значениях M средняя сила f̄pM,k,δ0q отрицательная, что приводит к

слиянию пузырьков. При k ą 2,8 средняя сила может изменить знак.

В этом случае, начиная с некоторого значения M , пузырьки останавли-

ваются на некотором расстоянии, зависящем от параметра M . Это рас-

стояние увеличивается с ростом M . Зависимость осредненной силы от

среднего расстояния между пузырьками δ0 для k “ R2{R1 “ 3 при раз-

ных параметрах M представлена на рис. 1.2. Траектория рассчитанная

по точным уравнениям (1.3.5) и (1.3.6) показана на рис. 1.3. Как видно из

него процесс сближения заканчивается периодическими колебаниями от-

носительно расстояния 0,04. Это значение соответствует условию f̄ “ 0

при M “ 0,02 на рис. 1.2. Таким образом, подтверждается достоверность

теоретического условия отсутствия слияния при f̄pM,k,δ0q ą 0.

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
-0,6

-0,5

-0,4

-0,3

-0,2

-0,1

0,0

0,1

M=0,07

M=0

f/

 M=0
 M=0,005
 M=0,01
 M=0,02
 M=0,04
 M=0,07

Рис. 1.2: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 3 при разных параметрах M
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Рис. 1.3: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05.
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Глава 2

Кинетическая энергия жидкости при

движении в ней двух сфер переменных

радиусов

2.1 Введение

Проблема взаимодействия сферических газовых пузырьков в пульсирующем

поле давления является предметом изучения большого числа как теоретиче-

ских, так и экспериментальных работ, начиная с работ Бьеркнесов 19 века [34]

и кончая работами последних лет [37,47,60,81]. Бьеркнес установил, что сила

взаимодействия между пульсирующими сферами, находящимися на больших

расстояниях, обратно пропорциональна квадрату расстояния между сфера-

ми. Данная зависимость была подтверждена экспериментально [17,41]. Одна-

ко, как в теоретических работах [26,47], так и экспериментальных [48,60–62],

показано, что при приближении к контакту эта зависимость не применима и

ее следует находить из решения задачи взаимодействия двух пульсирующих

сфер в точной постановке.

Задачу взаимодействия газовых пузырьков в акустическом поле волны

удобно исследовать методом обобщенных координат Лагранжа. Основным

слагаемым функции Лагранжа является кинетическая энергия. Для сфери-

ческих пузырьков возникает задача вычисления кинетической энергии, как

функция радиусов сфер, расстояния между центрами сфер и скоростей из-

менения радиусов и центров.

Для построения точного решения этой задачи существует два наиболее эф-
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фективных метода. Первым из них является метод отражений, который был

разработан Хиксом в классической работе [54]. Им построено точное решение

для движения двух твердых сфер. Кинетическая энергия является квадра-

тичной формой двух скоростей центров, а для коэффициентов Хикс полу-

чил ряды. Ряды абсолютно сходятся для любых значений геометрических

параметров задач. Из этих рядов Воинов [7] нашел трехчленное разложение

коэффициентов вблизи контакта.

Второй метод решения этой задачи для твердых сфер предложил Ней-

ман [70]. Он нашел потенциал скорости в бисферических координатах. И

этим способом для коэффициентов кинетической энергии получил те же ря-

ды Хикса. Нейман также преобразовал эти ряды к другому виду. Rasziilier

et al. [75] использовал вторую форму рядов Неймана для построения асимп-

тотических разложений вблизи контакта. Алгоритм [75] позволяет получать

асимптотическое разложение для любого порядка. Bentwich and Miloh [33]

получил вторую форму рядов Неймана, решая задачу в бисферических ко-

ординат для функции тока по методу Jeffrey [59].

Приближенное решение задачи взаимодействия двух сфер переменного ра-

диуса было выполнено Selby 1890 [77]. Он привел решение с помощью двух

отражений. Впервые точное решение задачи для переменных радиусов ме-

тодом Хикса [54–56] получил Воинов [8]. Квадратичная форма кроме трех

коэффициентов Хикса содержит дополнительно еще семь коэффициентов,

которые Воинов привел в виде рядов аналогично рядам Хикса [6, 8, 10]. В

некоторых частных случаях Воинов предложил способ определения первых

членов асимптотических рядов [7,8]. Развивая идеи Воинова [7], в работе Сан-

дуляну Ш.В., Петров А.Г. [83] были найдены трехчленные асимптотические

разложения вблизи контакта всех десяти коэффициентов.

Существует также серия работ, в которых решение строится в виде раз-

ложений по обратным степеням расстояния между центрами сфер r. Такие

решения имеют более громоздкий вид и применимость к исследованию ди-

намики сфер вблизи контакта вызывает сомнение. Как показывает сравне-

ние с точным решением, в работах Кузнецова Г. Н., Щукина И. Е. [19] и

Doinikov [45] кинетическая энергия найдена до r´3. В работе Аганин А.А.,

Давлетшин А.И. [1] решение построено с точностью до r´5. В работе Doinikov
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and Bouakaz [47] приведено решение, которое как показывает проверка имеет

точность не выше r´6. В работе Harkin [53] приведенное разложение потен-

циала скоростей до r´4 содержат неточности замеченные [47].

В недавних работах A.O. Maksimov, V.I. Yusupov [65] и A. O. Maksimov, Yu.

A. Polovinka [64], основываясь на работе Morioka [69], рассматривалось вза-

имодействие двух пузырьков переменных радиусов с фиксированными цен-

трами. Коэффициенты кинетической энергии оказались отличны от точных,

что объясняется неоправданным предположением о постоянстве потенциа-

ла скоростей на поверхности сфер. Такая неточность не влияет только на

главную асимптотику вторичной силы Бьеркнеса при больших расстояниях

между сферами.

Данная глава посвящена разработке алгоритма построения асимптотиче-

ского разложения любого порядка по малому зазору между сферами. В об-

щем случае переменных радиусов проведено исследование сходимости асимп-

тотического разложения.

2.2 Постановка задачи

Рассматривается задача нахождения кинетической энергии потенциального

осесимметричного течения безграничной несжимаемой жидкости плотности

ρl. Течение жидкости вызывают две сферы радиусов R1,R2, меняющиеся со

скоростями 9R1, 9R2. Центры сфер на оси z имеют координаты z1,z2 pz1 ą z2q
и двигаются со скоростями u1 “ ´ 9z1, u2 “ 9z2 направленные на встречу друг

друга (Рис. 2.1). Расстояние между центрами сфер r “ z1 ´ z2, расстояние

между поверхностями сфер (зазор) h “ r´R1´R2. Цель второй главы найти

аналитический вид зависимости кинетической энергии T pR1,R2,r,u1,u2, 9R1, 9R2q.
При таком выборе аргументов кинетическая энергия симметрична по пере-

становке индексов 1 и 2.
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Рис. 2.1: Постановка задачи

Компоненты скорости жидкости vρ,vθ,vz, в цилиндрической системе коор-

динат ρ,θ,z выражаются через функцию тока Стокса ψ

vρ “ 1

ρ

Bψ
Bz ,

vθ “ 0,

vz “ ´1

ρ

Bψ
Bρ .

(2.2.1)

Уравнение для функции тока Стокса ψ имеет вид [20]

B
Bρ

ˆ
1

ρ

Bψ
Bρ

˙
` B

Bz

ˆ
1

ρ

Bψ
Bz

˙
“ 0. (2.2.2)

2.3 Бисферические координаты

Удобно перейти к бисферическим координатам ξ,ζ,θ

ρ “ c
sin ζ

ch ξ ´ cos ζ
,

z “ c
sh ξ

ch ξ ´ cos ζ
,

px “ ρ cos θ,y “ ρ sin θq.

(2.3.1)

Тогда поверхность первой сферы радиуса R1 задается уравнением

ξ “ τ1 “ const, ζ P r0,πs,θ P r0,2πs, (2.3.2)
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поверхность же второй сферы радиуса R2 задается уравнением

ξ “ ´τ2 “ const, ζ P r0,πs,θ P r0,2πs, (2.3.3)

при этом

R1 sh τ1 “ c,

R2 sh τ2 “ c,

r “ R1 ch τ1 ` R2 ch τ2.

(2.3.4)

Таким образом, можно определить поверхности сфер с помощью парамет-

ров τ1,τ2 и c, которые выражаются через R1,R2 и r

τ1 “ arcch
r2 ` R2

1 ´R2
2

2rR1

,

τ2 “ arcch
r2 ´ R2

1 `R2
2

2rR2

,

c “ R1 sh τ1 “ R2 sh τ2 “

b
pr2 ´R2

1
´ R2

2
q2 ´ 4R2

1
R2

2

2r
,

(2.3.5)

следует отметить, что τ1 ą 0 и τ2 ą 0, а при r “ R1 ` R2, τ1 “ τ2 “ 0.

Для построения асимптотик удобны формулы

r2 “ R2

1 `R2

2 ` 2R1R2 chpτ1 ` τ2q,

chpτ1 ` τ2q “ r2 ´R2
1 ´R2

2

2R1R2

,

ch τ1 “ r2 ` R2
1 ´ R2

2

2rR1

,

ch τ2 “ r2 ` R2
2 ´ R2

1

2rR2

.

(2.3.6)

Из них получим

τ1 “ R2

R1 `R2

c
2h
sR

` O
´
h3{2

¯
,

τ2 “ R1

R1 `R2

c
2h
sR

` O
´
h3{2

¯
,

c “
a

2h sR ` O
´
h3{2

¯
,

sR “ R1R2

R1 ` R2

,

(2.3.7)

24



и при больших расстояниях

e´pτ1`τ2q “ R1R2

r2
` O

ˆ
1

r4

˙
,

e´τ1 “ R1

r
`O

ˆ
1

r3

˙
,

e´τ2 “ R2

r
`O

ˆ
1

r3

˙
,

c “ r

2
` O

ˆ
1

r

˙
.

(2.3.8)

2.4 Функция тока в бисферических координатах

Для поиска функции тока напишем уравнение потенциальности течения

(2.2.2) в бисферических координатах [59]

B
Bξ

ˆ
1

ρ

Bψ
Bξ

˙
` B

Bζ

ˆ
1

ρ

Bψ
Bζ

˙
“ 0. (2.4.1)

Функцию тока следует искать в виде [59]

ψ “ pch ξ ´ cos ζq´1{2
8ÿ

n“0

UnpξqC´1{2
n pµq,

Unpξq “ αn shpn´ 1{2qpξ ` τ2q ` βn shpn´ 1{2qpτ1 ´ ξq
shpn´ 1{2qpτ1 ` τ2q

,

(2.4.2)

где C
´1{2
n pµq – полиномы Гегенбауэра, µ “ cos ζ (далее иногда для удобства

также будет использована данная замена). Полиномы Гегенбауэра можно по-

лучить из следующего рекуррентного соотношения [28]

nC´1{2
n pµq “ 2µpn´ 3{2qC´1{2

n´1
pµq ´ pn´ 3qC´1{2

n´2
pµq,

C
´1{2
0

pµq “ 1, C
´1{2
1

pµq “ ´µ.
(2.4.3)

Коэффициенты αn,βn следует искать из граничных условий на поверхно-

стях сфер при ξ “ τ1 и ξ “ ´τ2. Их можно записать в следующем виде

pv1,nq “ 1

ρ

Bψ
Bζ

ch τ1 ´ cos ζ

c
“ ´u1

ˆ
´ch τ1 cos ζ ´ 1

ch τ1 ´ cos ζ

˙
´ 9R1,

pv2,nq “ 1

ρ

Bψ
Bζ

ch τ2 ´ cos ζ

c
“ u2

ˆ
´ch τ2 cos ζ ´ 1

ch τ2 ´ cos ζ

˙
` 9R2.

(2.4.4)
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Проинтегрировав оба граничных условия по ζ и выбрав константы инте-

грирования таким образом, чтобы на оси симметрии скорость была парал-

лельна данной оси, получим

ψ|ξ“τ1
“u1c2

1

2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq2
` 9R1c

2
1

ch τ1 ´ µ
`

`
˜

9R2c
2

sh2τ2
´

9R1c
2 ch τ1

sh2τ1

¸

,

ψ|ξ“´τ2
“ ´ u2c

2
1

2

1 ´ µ2

pch τ2 ´ µq2
´ 9R2c

2
1

ch τ2 ´ µ
´

´
˜

9R1c
2

sh2τ1
´

9R2c
2 ch τ2

sh2τ2

¸

.

(2.4.5)

Подставляя общее выражение для функции тока (2.4.2) в граничные усло-

вия, получим систему

8ÿ

n“0

αnC
´1{2
n pµq “u1c2

1

2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq3{2
` 9R1c

2
1

pch τ1 ´ µq1{2
`

`
˜

9R2c
2

sh2τ2
´

9R1c
2 ch τ1

sh2τ1

¸

pch τ1 ´ µq1{2
,

8ÿ

n“0

βnC
´1{2
n pµq “ ´ u2c

2
1

2

1 ´ µ2

pch τ2 ´ µq3{2
´ 9R2c

2
1

pch τ2 ´ µq1{2
´

´
˜

9R1c
2

sh2τ1
´

9R2c
2 ch τ2

sh2τ2

¸

pch τ2 ´ µq1{2
.

(2.4.6)

Для нахождения коэффициентов αn,βn, следует разложить правые части

уравнений по полиномам Гегенбауэра, при этом будут использованы формулы

вывод которых дается в Приложении 2.14

pch τ1 ´ µq1{2 “
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2

2
e´pn´1{2qτ1, (2.4.7)

1

pch τ1 ´ µq1{2
“

8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq´pn´ 1{2q

?
2

sh τ1
e´pn´1{2qτ1, (2.4.8)

1

2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq3{2
“

8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2npn´ 1qe´pn´1{2qτ1. (2.4.9)
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После некоторых преобразований получим окончательное решение для

функции тока

ψ “pch ξ ´ cos ζq´1{2
8ÿ

n“0

UnpξqC´1{2
n pµq,

Unpξq “αn shpn´ 1{2qpξ ` τ2q ` βn shpn´ 1{2qpτ1 ´ ξq
shpn´ 1{2qpτ1 ` τ2q

,

αn “
˜

u12npn´ 1q ` 9R1

´p2n´ 1q
sh τ1

`

`
˜

9R2

sh2τ2
´

9R1 ch τ1

sh2τ1

¸ ¸
c2

?
2

2
e´pn´1{2qτ1,

βn “
˜

´ u22npn´ 1q ´ 9R2

´p2n´ 1q
sh τ2

´

´
˜

9R1

sh2τ1
´

9R2 ch τ2

sh2τ2

¸ ¸
c2

?
2

2
e´pn´1{2qτ2.

(2.4.10)

2.5 Кинетическая энергия

Кинетическая энергия жидкости выражается через интеграл от v2 по области

вне двух сфер

T “ ρl

2

¡
v2dV . (2.5.1)

Преобразуем выражение

v2dV “
˜ˆ

1

ρ

ch ξ ´ cos ζ

c

Bψ
Bξ

˙2

`
ˆ
1

ρ

ch ξ ´ cos ζ

c

Bψ
Bζ

˙2
¸

¨

¨
ˆ

c

ch ξ ´ cos ζ

˙2

ρ dθdξdζ “ 1

ρ

˜ˆBψ
Bξ

˙2

`
ˆBψ

Bζ

˙2
¸

dθdξdζ.

(2.5.2)

Проинтегрировав по θ, получим для T

T “ ρl

2

ĳ
2π

ˆ
ψ1
ξ

1

ρ
ψ1
ξ ` ψ1

ζ

1

ρ
ψ1
ζ

˙
dξdζ. (2.5.3)

Учитывая потенциальность течения (2.4.1) можно получить
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ψ1
ξ

1

ρ
ψ1
ξ ` ψ1

ζ

1

ρ
ψ1
ζ “ B

Bξ

ˆ
ψ
1

ρ
ψ1
ξ

˙
` B

Bζ

ˆ
ψ
1

ρ
ψ1
ζ

˙
. (2.5.4)

Используя данное равенство, а также формулу Грина, кинетическая энергия

может быть найдена по формуле [33]

T

πρl
“

¿
ψ
1

ρ
ψ1
ζdξ ´ ψ

1

ρ
ψ1
ξdζ “

τ1ż

ξ“´τ2

ψ
1

ρ
ψ1
ζ

ˇ̌
ˇ̌
ζ“π

ζ“0

dξ`
πż

ζ“0

ψ
1

ρ
ψ1
ξ

ˇ̌
ˇ̌
ξ“τ1

ξ“´τ2

dζ. (2.5.5)

Обратим внимание на то, что в случае сфер постоянных радиусов функция

тока равна нулю на оси симметрии [33]. Отсюда следует, что первый интеграл

в этом случае равен нулю.

В нашем же случае, радиусы сфер переменные, поэтому первый инте-

грал следует сохранить. Действительно, учитывая, что C
´1{2
n pcos ζq “ 0 при

ζ “ t0,πu для n ě 2, C
´1{2
0

pcos ζq “ 1, C
´1{2
1

pcos ζq “ ´ cos ζ получим

ψ|ζ“π “ 1?
ch ξ ` 1

pU0 pξq ` U1 pξqq “ c2

˜
9R2

sh2τ2
´

9R1

sh2τ1

¸

,

ψ|ζ“0
“ 1?

ch ξ ´ 1
pU0 pξq ´ U1 pξqq “ c2

˜
9R2

sh2τ2
`

9R1

sh2τ1

¸
|sh ξ{2|
sh ξ{2 .

(2.5.6)

Учитывая также, что dC
´1{2
n pµq{dµ “ ´1 при µ “ 1 и dC

´1{2
n pµq{dµ “ p´1qn

при µ “ ´1 для n ě 1, взятие первого интеграла в формуле (2.5.5) не вызы-

вает сложностей. Для взятия второго интеграла в формуле (2.5.5) подставим

в функцию ψ граничные выражения (2.4.5), ψ1
ξ найдем из формулы (2.4.2) и

раскроем скобки, при этом возникают шесть интегралов. Для этих интегра-
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лов при ξ ą 0, n ě 2 справедливы следующие выражения

I1 “
1ż

´1

1 ´ µ2

pch ξ ´ µq2
ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
1

pch ξ ´ µq1{2
C´1{2
n pµqdµ “

“ 2
?
2

n´ 1{2e
´pn´1{2qξ,

I2 “
1ż

´1

1 ´ µ2

pch ξ ´ µq2
ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
sh ξ

pch ξ ´ µq3{2
C´1{2
n pµqdµ “

“ 1

´3{2
dI1

dξ
“ 4

?
2

3
e´pn´1{2qξ,

I3 “
1ż

´1

1

ch ξ ´ µ

ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
1

pch ξ ´ µq1{2
C´1{2
n pµqdµ “

“
?
2

npn´ 1q
ep´1q

n
ξ{2 ´ e´pn´1{2qξ

sh ξ
,

I4 “
1ż

´1

1

ch ξ ´ µ

ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
sh ξ

pch ξ ´ µq3{2
C´1{2
n pµqdµ “ ´2

dI3

dξ
“

“ ´ 2
?
2

npn´ 1q

˜
p´1qn

2
ep´1q

n
ξ{2 ` pn´ 1

2
qe´pn´1{2qξ

sh ξ
´

´ch ξ

sh ξ

ep´1q
n
ξ{2 ´ e´pn´1{2qξ

sh ξ

¸

,

I5 “
1ż

´1

1 ¨ ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
1

pch ξ ´ µq1{2
C´1{2
n pµqdµ “ 1

2

ż
I3 sh ξdξ “

“
?
2

2npn´ 1q

˜
ep´1q

n
ξ{2

p´1q
n

2

` e´pn´1{2qξ

pn´ 1

2
q

¸

,

I6 “
1ż

´1

1 ¨ ch ξ ´ µ

1 ´ µ2
sh ξ

pch ξ ´ µq3{2
C´1{2
n pµqdµ “

“I3 sh ξ “
?
2

npn´ 1q
´
ep´1q

n
ξ{2 ´ e´pn´1{2qξ

¯
.

(2.5.7)

При раздельном интегрировании членов с n “ 0 и n “ 1 получим расходя-

щиеся интегралы. Поэтому вместо раскрытия скобок, будем интегрировать
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сумму двух членов

πż

ζ“0

d

dξ

˜
U0pξqC´1{2

0
pµq ` U1pξqC´1{2

1
pµq

pch ξ ´ cos ζq1{2

¸

ψ
1

ρ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ξ“τ1

ξ“´τ2

dζ. (2.5.8)

После некоторых преобразований можно упростить кинетическую энергию

T “ 2πρl
`
A1u

2

1 ` 2Bu1u2 `A2u
2

2 `D1
9R2

1 ` 2E 9R1
9R2 ` D2

9R2

2`
` C11u1 9R1 ` C12u1 9R2 ` C21u2 9R1 ` C22u2 9R2

˘
,

A1 “ R3
1

6
` c3

8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
,

B “ c3
8ÿ

n“2

1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
,

C11 “ 2c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1
Snpτ1q,

C12 “ 2c3
8ÿ

n“2

1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1
Snpτ2q,

D1 “ R3

1 ` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2S2
npτ1q

p2n´ 1q2 ´ 1
,

E “ pR1R2q2
r

` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qpτ1`τ2q

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2Snpτ1qSnpτ2q
p2n´ 1q2 ´ 1

,

(2.5.9)

где введено обозначение Snpxq “ pep2n´1qx ´ p2n´ 1q shx ´ ch xq{sh2x, а ко-

эффициенты A2, C21, C22 и D2 получаются перестановкой 1 на 2 в формулах

для A1, C12, C11 и D1.

Следует отметить, что ряды (2.5.9) можно также выразить через исходные

параметры R1,R2,r, подставив:
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e´τ1 “ r2 `R2
1 ´ R2

2

2rR1

´

dˆ
r2 `R2

1
´R2

2

2rR1

˙2

´ 1,

e´τ2 “ r2 `R2
2 ´ R2

1

2rR2

´

dˆ
r2 `R2

2
´R2

1

2rR2

˙2

´ 1,

e´pτ1`τ2q “ r2 ´ R2
1 ´ R2

2

2R1R2

´

dˆ
r2 ´ R2

1
´ R2

2

2R1R2

˙2

´ 1,

c “

b
pr2 ´ R2

1
´ R2

2
q2 ´ 4R2

1
R2

2

2r
.

(2.5.10)

2.6 Сравнение рядов для коэффициентов кинетической

энергии с рядами Хикса и Воинова

Для случая твердых сфер точное выражение кинетической энергии впервые

было найдено Хиксом [54] методом отражения, оно приведено в книге Лам-

ба [20]. Воинов О.В. развил метод Хикса для случая переменных радиусов.

Коэффициенты кинетической энергии, найденные Хиксом имеют вид:

A1 “ R3
1

6
` 1

2

8ÿ

j“1

˜
R1

A1
j

¸3

, B “ 1

2

8ÿ

j“1

˜
R2

B1
j

¸3

. (2.6.1)

Воинов получил остальные коэффициенты (более подробный вывод содер-

жится в работе Петрова А.Г. [26]):

C11 “
8ÿ

j“1

R3
1`

A1
j

˘2
B2
j

, C12 “
8ÿ

j“1

R3
1`

B2
j

˘2
A1
j´1

,

D1 “ R3

1 `
8ÿ

j“1

R3
1

A1
j

«

1 ` ppB2

j q
2 ´ 1q ln

˜

1 ´ 1

pB2
j q2

¸ff

,

E “ pR1R2q2
r

` pR1R2q2
R2

8ÿ

j“1

˜
1

B2
j`1

´ B1

j ln

˜

1 ` 1

B2
j`1
B1
j

¸¸

,

(2.6.2)

где Ai
j,B

i
j можно найти из рекуррентных соотношений:

Bi
j “ r

Ri

Ak
j´1 ´ Rk

Ri

Bi
j´1, A

i
j “ r

Ri

Bk
j ´ Rk

Ri

Ai
j´1, i,k “ 1,2, i ‰ k, (2.6.3)

с начальными условиями Ai
0 “ 1, Bi

0 “ 0.
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Данные рекуррентные соотношения были разрешены таким образом [7]:

Ai
j “ f j`1 ´ f´pj`1q `

`
f j ´ f´j

˘
Ri{Rk

f ´ f´1
,

Bi
j “ f j ´ f´j

f ´ f´1

r

Ri

,

i ‰ k, i,k “ 1,2,

(2.6.4)

где f – корень уравнения:

r2f “ pR1f `R2q pR1 ` R2fq . (2.6.5)

Оказалось, что f выражается через τ1 и τ2, как f “ e´pτ1`τ2q. Введем также

обозначения qi “ e´τi. Тогда можно преобразовать выражения для Ai
j,B

i
j:

Ai
j “ q´1

i f´j ´ qif
j

q´1

i ´ qi
“ shpτi ` jpτ1 ` τ2qq

sh τi
,

Bi
j “ f´j ´ f j

q´1

k ´ qk
“ sh jpτ1 ` τ2q

sh τk
.

(2.6.6)

Тем самым мы получили вид для A1,A2,B, представленный в работе Хикса

[54].

Не смотря на то, что ряды Хикса (2.6.1) и Воинова (2.6.2) по виду отли-

чаются от рядов (2.5.9), они тождественны. Докажем данное утверждение.

Согласно алгоритму, приведенному в [70], преобразуем коэффициенты ки-
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нетической энергии следующим образом (учитывая также, что c “ Ri sh τi):

A1 “R
3
1

6
` 1

2

8ÿ

j“1

ˆ
c

shpτ1 ` jpτ1 ` τ2qq

˙3

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

j“1

ˆ
1

q´1

1
f´j ´ q1f j

˙3

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

j“1

ˆ
q1f

j

1 ´ q2
1
f 2j

˙3

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

j“1

8ÿ

n“0

pn` 1qpn` 2q
2

`
q1f

j
˘2n`3

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

j“1

8ÿ

n“2

npn´ 1q
2

`
q1f

j
˘2n´1

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

n“2

npn´ 1q
2

pq1fq2n´1

1 ´ f 2n´1

“R
3
1

6
` 4c3

8ÿ

n“2

npn´ 1q
2

q2n´1

1

f´p2n´1q ´ 1

“R
3
1

6
` c3

8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
.

(2.6.7)

Аналогично для B получим

B “ 1

2

8ÿ

j“1

ˆ
c

sh jpτ1 ` τ2q

˙3

“ c3
8ÿ

n“2

1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
. (2.6.8)
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Коэффициент C11 преобразуем следующим образом:

C11 “
8ÿ

j“1

R3
1`

A1
j

˘2
B2
j

“
8ÿ

j“1

c3

pshpτ1 ` jpτ1 ` τ2qqq2 sh jpτ1 ` τ2q

“8c3
8ÿ

j“1

1

pf´j ´ f jq
`
q´1

1
f´j ´ q1f j

˘2

“8c3
8ÿ

j“1

q21f
3j

8ÿ

n“0

´
1 ´ pn` 2qq2pn`1q

1
` pn` 1qq2pn`2q

1

¯

p1 ´ q2
1
q2

`
f 2n

˘j

“8c3
8ÿ

n“0

q´2

1

´
1 ´ pn` 2qq2pn`1q

1
` pn` 1qq2pn`2q

1

¯

`
q´2

1
´ 1

˘2
f 2n`3

1 ´ f 2n`3

“8c3
8ÿ

n“2

q2n´2

1

`
q´2n
1

´ nq´2

1
` pn´ 1q

˘

`
q´2

1
´ 1

˘2
f 2n´1

1 ´ f 2n´1

“8c3
8ÿ

n“2

Snpe2τ1q e´p2n´2qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1
.

(2.6.9)

Аналогично для C12 получим

C12 “
8ÿ

j“1

R3
1`

B2
j

˘2
A1
j´1

“ 8c3
8ÿ

n“2

Snpe2τ2q eτ2
ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

. (2.6.10)
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Коэффициент D1 преобразуем следующим образом:

D1 “ R3

1 `
8ÿ

j“1

R3
1

A1
j

«

1 ` ppB2

j q
2 ´ 1q ln

˜

1 ´ 1

pB2
j q2

¸ff

“

“ R3

1 ` 8c3
8ÿ

j“1

1

pq´1

1
´ q1q2pq´1

1
f´j ´ q1f jq

¨

¨
«

1 `
˜ˆ

f´j ´ f j

q´1

1
´ q1

˙2

´ 1

¸

ln

˜

1 ´
ˆ
q´1

1
´ q1

f´j ´ f j

˙2
¸ff

“

“ R3

1 ` 8c3
8ÿ

j“1

8ÿ

n“1

q´2n`3

1

´
1 ´ pn` 1qq2n1 ` nq

2pn`1q
1

¯2

npn` 1qp1 ´ q2
1
q4

`
f j

˘2n`1 “

“ R3

1 ` 8c3
8ÿ

n“1

q´2n`3

1
q
4pn`1q
1

´
q

´2pn`1q
1

´ pn` 1qq21 ` n
¯2

npn` 1qp1 ´ q2
1
q4

f 2n`1

1 ´ f 2n`1
“

“ R3

1 ` 8c3
8ÿ

n“2

q´2n`5

1

`
q´2n
1

´ nq21 ` n ´ 1
˘2

npn´ 1qp1 ´ q2
1
q4

1

f´p2n´1q ´ 1
“

“ R3

1 ` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2S2
npτ1q

p2n´ 1q2 ´ 1
.

(2.6.11)

Аналогично для E получим

E “ pR1R2q2
r

` pR1R2q2
R2

8ÿ

j“1

˜
1

B2
j`1

´B1

j ln

˜

1 ` 1

B2
j`1
B1
j

¸¸

“

“ pR1R2q2
r

` c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qpτ1`τ2q

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2Snpτ1qSnpτ2q
p2n´ 1q2 ´ 1

.

(2.6.12)

Тем самым была доказана тождественность рядов (2.5.9) с рядами Хикса

(2.6.1) и Воинова (2.6.2), что подтверждает достоверность обоих результатов.

Ряды (2.6.1) и (2.6.2) могут быть непосредственно выражены через пара-

метры R1,R2,r. При r ą R1 `R2 ряды сходятся как геометрическая прогрес-

сия. А в случае контакта r “ R1 ` R2 сходятся как степенные ряды (1{n3).
Однако, производные этих рядов, которые необходимы для вычисления сил,

при приближении к контакту расходятся. Ряды же (2.5.9) позволяют полу-

чить переразложения по малому зазору h. Производные этих разложений со-

держат логарифмическую особенность. В этом состоит преимущество рядов

(2.5.9). Полученное из рядов (2.5.9) асимптотическое разложение для силы
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взаимодействия, позволит исследовать сближение пузырьков аналитически

вплоть до контакта.

В работе [47] найдена кинетическая энергия в виде бесконечных сумм по

обратным степеням r. Для сравнения коэффициентов кинетической энергии

(2.5.9) с коэффициентами работы [47] рассмотрим разложения рядов (2.5.9)

по обратным степеням расстояния r до opr´10q:

A1 “ R3
1

6
` R6

1R
3
2

2r6
` 3R6

1R
5
2

2r8
` 3R6

1R
7
2

r10
,

B “ R3
1R

3
2

2r3
` R6

1R
6
2

2r9
,

A2 “ R3
2

6
` R3

1R
6
2

2r6
` 3R5

1R
6
2

2r8
` 3R7

1R
6
2

r10
,

C11 “ R5
1R

3
2

r5
` 2R5

1R
5
2

r7
` 3R5

1R
7
2

r9
,

C12 “ R3
1R

2
2

r2
` R6

1R
5
2

r8
` 2R8

1R
5
2 ` 3R6

1R
7
2

r10
,

C21 “ R2
1R

3
2

r2
` R5

1R
6
2

r8
` 2R5

1R
8
2 ` 3R7

1R
6
2

r10
,

C22 “ R3
1R

5
2

r5
` 2R5

1R
5
2

r7
` 3R7

1R
5
2

r9
,

D1 “ R3

1 ` R4
1R

3
2

2r4
` 2R4

1R
5
2

3r6
` 3R4

1R
7
2

4r8
`

1

2
R7

1R
6
2 ` 4

5
R4

1R
9
2

r10
,

E “ R2
1R

2
2

r
` R5

1R
5
2

2r7
` R7

1R
5
2 ` R5

1R
7
2

r9
,

D2 “ R3

2 ` R3
1R

4
2

2r4
` 2R5

1R
4
2

3r6
` 3R7

1R
4
2

4r8
`

1

2
R6

1R
7
2 ` 4

5
R9

1R
4
2

r10
.

(2.6.13)

Кинетическая энергия представлена в работе [47] как:

T “ 2πρl

ˆ
R3

1

ˆ
9R2

1 ` 9z21
6

˙
`R3

1

´
f1 9R2

1 ` f4 9R1 9z1 ` f5 9z21

¯
`

` R2

1R2

´
f2 9R1

9R2 ` f6 9R2 9z1 ` f3 9R1 9z2 ´ f7 9z1 9z2

¯
`

` R3

2

ˆ
9R2

2 ` 9z22
6

˙
` R3

2

´
g1 9R2

2 ´ g4 9R2 9z2 ` g5 9z22

¯
`

`R1R
2

2

´
g2 9R1

9R2 ` g3 9R2 9z1 ` g6 9R1 9z2 ` g7 9z1 9z2

¯¯
,

(2.6.14)

при этом сохранены обозначения работы [47]. Подставляя выражения для

fi,gi из Supplemental Material работы [47], а также подставляя 9z1 Ñ u1, 9z2 Ñ
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´u2, D Ñ r, получим разложения до opr´10q для коэффициентов кинетиче-

ской энергии:

A1 “ R3
1

6
` R6

1R
3
2

2r6
` R6

1R
5
2

r8
` 2R6

1R
7
2

r10
,

B “ R3
1R

3
2

2r3
` R6

1R
6
2

2r9
,

A2 “ R3
2

6
` R3

1R
6
2

2r6
` R5

1R
6
2

r8
` 2R7

1R
6
2

r10
,

C11 “ R5
1R

3
2

r5
` 5R5

1R
5
2

3r7
` 5R5

1R
7
2

2r9
,

C12 “ R3
1R

2
2

r2
` R6

1R
5
2

r8
` R6

1R
7
2 `R8

1R
5
2

r10
,

C21 “ R2
1R

3
2

r2
` R5

1R
6
2

r8
` R7

1R
6
2 `R5

1R
8
2

r10
,

C22 “ R3
1R

5
2

r5
` 5R5

1R
5
2

3r7
` 5R7

1R
5
2

2r9
,

D1 “ R3

1 ` R4
1R

3
2

2r4
` 2R4

1R
5
2

3r6
` 3R4

1R
7
2

4r8
` R7

1R
6
2

2r10
,

E “ R2
1R

2
2

r
` R5

1R
5
2

2r7
` R7

1R
5
2 ` R5

1R
7
2

2r9
,

D2 “ R3

2 ` R3
1R

4
2

2r4
` 2R5

1R
4
2

3r6
` 3R7

1R
4
2

4r8
` R6

1R
7
2

2r10
.

(2.6.15)

И так видим, что совпадение коэффициентов [47] с точными коэффициентами

наблюдается до r´6.

2.7 Асимптотические разложения вблизи контакта

Для получения асимптотического разложения кинетической энергии жид-

кости вблизи контакта, воспользуемся методикой работ Raszillier et al. [74]

(для сфер равных радиусов), Raszillier et al. [75] (для произвольных радиу-

сов). В этих работах методика представлена для твердых сфер, то есть для

коэффициентов A1,A2,B. Предлагается развитие этой методики для случая

переменных радиусов, то есть для остальных семи коэффициентов.
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Коэффициент A1 “ R3

1

6
` c3

8ř

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q´1

p2n´1q
2
´1

2
запишем в виде:

A1 “ R3
1

6
` c3

8ÿ

n“2

e´p1`λ1qt

1 ´ e´t

p2n´ 1q2 ´ 1

2
,

t “ p2n´ 1q pτ1 ` τ2q , λ1 “ τ1

τ1 ` τ2
.

(2.7.1)

Подставим под знаком суммы преобразование Меллина

e´p1`λ1qt

1 ´ e´t
“ 1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

t´sΓpsqζ ps,1 ` λ1q ds,σ ą 1, Re p1 ` λ1q ą 0, (2.7.2)

где ζps,aq “
8ř

n“0

pn` aq´s – дзета функция Гурвица. Тогда получим:

A1 “R
3
1

6
` c3

2

8ÿ

n“2

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

t´s
´

p2n´ 1q2 ´ 1
¯
Γpsqζ ps,1 ` λ1q ds

“R
3
1

6
` c3

2

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZ psq ζ ps,1 ` λ1q ds, σ ą 3,

(2.7.3)

где

Zpsq “
8ÿ

n“2

p2n´ 1q´s
´

p2n´ 1q2 ´ 1
¯

“ ζps´ 2qp1 ´ 2´ps´2qq ´ ζpsqp1 ´ 2´sq,

(2.7.4)

ζpsq “ ζps,1q – дзета функция Римана.

Вычислим интеграл, воспользовавшись теоремой вычетов. Для этого необ-

ходимо найти полюса подынтегральной функции. Они расположены в точках:

3,1,´ 1,´ 3,... и определяют порядки членов асимптотического разложения.

Вычет в первой точке определяет главный член разложения, во второй точке

– следующий и т.д. Учитывая вычеты в точках 3,1,´ 1, . . . ,´ 2l` 1 получим

следующее разложение:

A1 “R
3
1

6
` c3

2

ˆ
ζp3,1 ` λ1q
pτ1 ` τ2q3

` 1

2

1

τ1 ` τ2

ˆ
ln
τ1 ` τ2

2
` ψp1 ` λ1q ` 1

6

˙

´
lÿ

k“1

pτ1 ` τ2q2k´1

p2k ´ 1q! Zp´2k ` 1q ζp´2k ` 1,1 ` λ1q
¸

` r2l´1

A1
,

(2.7.5)
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где ψpxq “ Γ1pxq{Γpxq – дигамма функция и остаточный член имеет вид:

rmA1
“ c3

2

1

2πi

σm`i8ż

σm´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZ psq ζ ps,1 ` λ1q ds, ´ m ´ 1 ă σm ă ´m.

(2.7.6)

Аналогично для Raszillier et al. [75] получил:

B “ c3

2

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZ psq ζ psq ds “

“ c3

2

ˆ
ζp3q

pτ1 ` τ2q3
` 1

2

1

τ1 ` τ2
ln
τ1 ` τ2

2
` 1

2

1

τ1 ` τ2

ˆ
ψp1q ` 1

6

˙
´

´
nÿ

k“1

pτ1 ` τ2q2k´1

p2k ´ 1q! Zp´2k ` 1q ζp´2k ` 1q
¸

` r2l´1

B ,

(2.7.7)

где r2l´1

B определяется аналогично r2l´1

A1
.

Приведем асимптотические разложения остальных коэффициентов:

C11 “ 2c3

sh2τ1

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZC12ps,λ1qds “

“ 2c3

sh2τ1

ˆ
´ sh τ1

2pτ1 ` τ2q2
ζp2,1 ` λ1q ` ch τ1 ´ 1

τ1 ` τ2

ˆ
1 ` 1

2
ln
τ1 ` τ2

2

˙
`

`γ ` ch τ1 ψp1 ` λ1q
2pτ1 ` τ2q

` sh τ1

τ1 ` τ2
`

mÿ

k“0

p´1qk pτ1 ` τ2qk
k!

ZC11p´k,λ1q
¸

` rmC11
,

(2.7.8)

C12 “ 2c3

sh2τ2

1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZC12ps,λ1qds “

“ 2c3

sh2τ2

ˆ
´ sh τ2

2pτ1 ` τ2q2
ζp2q ` ch τ2 ´ 1

τ1 ` τ2

ˆ
1 ` 1

2
ln
τ1 ` τ2

2

˙
´

´γ ch τ2 ` ψpλ1q
2pτ1 ` τ2q

` sh τ2

τ1 ` τ2
`

mÿ

k“0

p´1qk pτ1 ` τ2qk
k!

ZC12p´k,λ1q
¸

` rmC12
,

(2.7.9)
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где

ZC11
ps,λ1q “ pζpsq ´ ζps,1 ` λ1q ch τ1q

`
ζpsqp1 ´ 2´sq ´ 1

˘
´

´ ζps,1 ` λ1q sh τ1
´
ζps´ 1qp1 ´ 2´ps´1qq ´ 1

¯
,

ZC12
ps,λ1q “ pζps,λ1q ´ ζpsq ch τ2q

`
ζpsqp1 ´ 2´sq ´ 1

˘
´

´ ζpsq sh τ2
´
ζps´ 1qp1 ´ 2´ps´1qq ´ 1

¯
.

(2.7.10)

Для коэффициентов D1, E вывод асимптотического разложения суще-

ственно сложнее. Для этого в формулах (2.5.9) соответствующих коэффи-

циентам D1, E раскроем скобки. Применяя далее методику работы Raszillier

et al. [75], получим:

D1 “ R3

1 ` 2c3

sh4pτ1q
1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZD1ps,λ1qds` rmD1

“ R3

1 ` 2c3

sh4pτ1q

nÿ

k“´1

res
s“´k

`
pτ1 ` τ2q´s

ΓpsqZD1ps,λ1q
˘

` rmD1
,

(2.7.11)

E “ pR1R2q2
r

` 2c3

sh2pτ1qsh2pτ2q
1

2πi

σ`i8ż

σ´i8

pτ1 ` τ2q´s
ΓpsqZEps,λ1,λ2qds` rmE

“ pR1R2q2
r

` 2c3

sh2pτ1qsh2pτ2q

nÿ

k“´1

res
s“´k

`
pτ1 ` τ2q´s

ΓpsqZEps,λ1,λ2q
˘

` rmE ,

(2.7.12)

где:

ZD1ps,k,λ1q “ζps,1 ´ λ1qHpsq ´ 2 chpτ1qζpsqHpsq`
` ch2pτ1qζps,1 ` λ1qHpsq`
` shp2τ1qζps,1 ` λ1qHps´ 1q´
´ 2 shpτ1qζpsqHps´ 1q`
` sh2pτ1qζps,1 ` λ1qHps´ 2q,

(2.7.13)
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ZEps,k,λ1,λ2q “ζpsqHpsq ´ chpτ1qζps,1 ` λ1qHpsq´
´ chpτ2qζps,1 ` λ2qHpsq`
` chpτ1q chpτ2qζps,2qHpsq´
´ shpτ1qζps,1 ` λ1qHps´ 1q´
´ shpτ2qζps,1 ` λ2qHps´ 1q`
` shpτ1 ` τ2qζps,2qHps´ 1q`
` shpτ1q shpτ2qζps,2qHps´ 2q,

(2.7.14)

причем функция

Hpsq “
8ÿ

n“2

p2n´ 1q´s 1

p2n´ 1q2 ´ 1
(2.7.15)

принципиально отличается от функции Zpsq “
8ř

n“2

p2n´ 1q´spp2n´ 1q2 ´ 1q,
возникающей при определении асимптотического разложения коэффициен-

тов A1 и B. Функция Zpsq представима, как разность двух дзета функций с

соответствующими коэффициентами, что нельзя сказать про функцию Hpsq.
Для Hpsq справедливо рекуррентное соотношение:

Hpsq “
8ÿ

n“2

p2n´ 1q´s 1

p2n´ 1q2 ´ 1
“

8ÿ

n“2

p2n´ 1q´ps`2q p2n´ 1q2 ´ 1 ` 1

p2n´ 1q2 ´ 1
“

“
8ÿ

n“2

p2n´ 1q´ps`2q 1

p2n´ 1q2 ´ 1
`

8ÿ

n“2

p2n´ 1q´ps`2q “

“ Hps` 2q ` ζps ` 2q
´
1 ´ 2´ps`2q

¯
´ 1.

(2.7.16)

Учитывая данное рекуррентное соотношение, а также, то, что Hp0q “ 1{4 и

Hp1q “ 3{4 ´ ln 2, после некоторых преобразований получим:

D1 “ R3

1 ` 2c3

sh4pτ1q

nÿ

k“´1

res
s“´k

`
Γpsqpτ1 ` τ2q´s

YD1ps,k,λ1q
˘

` rmD1
, (2.7.17)

E “ 2c3

sh2pτ1qsh2pτ2q

nÿ

k“´1

res
s“´k

`
Γpsqpτ1 ` τ2q´s

YEps,k,λ1,λ2q
˘

` pR1R2q2
r

` rmE ,

(2.7.18)
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где:

YD1ps,k,λ1q “ζps,1 ´ λ1qF ps,kq ´ 2 chpτ1qζpsqF ps,kq
` ch2pτ1qζps,1 ` λ1qF ps,kq
` shp2τ1qζps,1 ` λ1qF ps´ 1,k ` 1q
´ 2 shpτ1qζpsqF ps´ 1,k ` 1q
` sh2pτ1qζps,1 ` λ1qF ps´ 2,k ` 2q,

(2.7.19)

YEps,k,λ1,λ2q “ζpsqF ps,kq ´ chpτ1qζps,1 ` λ1qF ps,kq
´ chpτ2qζps,1 ` λ2qF ps,kq
` chpτ1q chpτ2qζps,2qF ps,kq
´ shpτ1qζps,1 ` λ1qF ps´ 1,k ` 1q
´ shpτ2qζps,1 ` λ2qF ps´ 1,k ` 1q
` shpτ1 ` τ2qζps,2qF ps´ 1,k ` 1q
` shpτ1q shpτ2qζps,2qF ps´ 2,k ` 2q,

(2.7.20)

F ps,kq “

$
’’’’’’’’&

’’’’’’’’%

1

4
´ k

2
`

k{2´1ÿ

j“0

ζps` k ´ 2jqp1 ´ 2´ps`k´2jqq, k ´ четное,

1

4
´ k

2
´ ln 2 `

pk´1q{2ÿ

j“1

ζps` k ` 1 ´ 2jqp1 ´ 2´ps`k`1´2jqq

` ζps` k ` 1qp1 ´ 2´ps`k`1qq, k ´ нечетное.

(2.7.21)

После взятия вычета окончательно получим для D1,E:

D1 “R3

1 ` 2c3

sh4pτ1q

˜

´ ch τ1 ´ 1

2pτ1 ` τ2q

ˆ
ψp1 ` λ1q ´ sh τ1 ` 2`

` chpτ1qpψp1 ` λ1q ` lnpτ1 ` τ2q ´ 1 ` 3 ln 2q ` ln
´τ1 ` τ2

2

¯ ˙
`

`
mÿ

k“0

p´1qk pτ1 ` τ2qk
k!

WD1pk,λ1q
¸

` rmD1
,

(2.7.22)
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E “pR1R2q2
r

` 2c3

sh2pτ1qsh2pτ2q

˜
shpτ1q shpτ2q
τ1 ` τ2

¨

¨
ˆ

´1

2
lnp2pτ1 ` τ2qq ´ 3

4
` γ

2

˙
`

` 1

4

shpτ1 ` τ2q ´ shpτ1q ´ shpτ2q
τ1 ` τ2

`

`
ˆ
3

4
´ ln 2

˙ pchpτ1q ´ 1qpchpτ2q ´ 1q
τ1 ` τ2

`

`
mÿ

k“0

p´1qk pτ1 ` τ2qk
k!

WEpk,λ1q
¸

` rmE ,

(2.7.23)

где

WD1pk,λ1q “ζp´k,1 ´ λ1qGpkq ´ 2 chpτ1qζp´kqGpkq`
` ch2pτ1qζp´k,1 ` λ1qGpkq`
` shp2τ1qζp´k,1 ` λ1qGpk ` 1q`
´ 2 shpτ1qζp´kqGpk ` 1q`
` sh2pτ1qζp´k,1 ` λ1qGpk ` 2q`

` 1

2

$
’’’’’’’’’’’&

’’’’’’’’’’’%

shp2τ1q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ1q ` Lpkqζp´k,1 ` λ1q

¯
´

´ 2 shpτ1q
´
ζp1,0qp´k,1q ` Lpkqζp´k,1q

¯
, k ´ четное,

´
ζp1,0qp´k,1 ´ λ1q ` Lpkqζp´k,1 ´ λ1q

¯
´

´ 2 chpτ1q
´
ζp1,0qp´k,1q ` Lpkqζp´k,1q

¯
`

` chp2τ1q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ1q ` Lpkqζp´k,1 ` λ1q

¯
, k ´ нечетное,

(2.7.24)
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WEps,k,λ1,λ2q “ζpsqGpkq ´ chpτ1qζps,1 ` λ1qGpkq´
´ chpτ2qζps,1 ` λ2qGpkq`
` chpτ1q chpτ2qζps,2qGpkq´
´ shpτ1qζps,1 ` λ1qGpk ` 1q´
´ shpτ2qζps,1 ` λ2qGpk ` 1q`
` shpτ1 ` τ2qζps,2qGpk ` 1q`
` shpτ1q shpτ2qζps,2qGpk ` 2q`

` 1

2

$
’’’’’’’’’’’’’’’’’’&

’’’’’’’’’’’’’’’’’’%

shpτ1 ` τ2q
´
ζp1,0qp´k,2q ` Lpkqζp´k,2q

¯
´

´ shpτ1q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ1q ` Lpkqζp´k,1 ` λ1q

¯
´

´ shpτ2q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ2q ` Lpkqζp´k,1 ` λ2q

¯
, k ´ четное,

´
ζp1,0qp´k,1q ` Lpkqζp´k,1q

¯
´

´ chpτ1q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ1q ` Lpkqζp´k,1 ` λ1q

¯
´

´ chpτ2q
´
ζp1,0qp´k,1 ` λ2q ` Lpkqζp´k,1 ` λ2q

¯
´

` chpτ1 ` τ2q
´
ζp1,0qp´k,2q ` Lpkqζp´k,2q

¯
, k ´ нечетное,

(2.7.25)

Gpkq “

$
’’’&

’’’%

1

4
´ k

2
, k ´ четное,

1

4
´ k

2
´ ln 2 `

pk´1q{2ÿ

j“1

ζp1 ´ 2jqp1 ´ 2´p1´2jqq, k ´ нечетное,

(2.7.26)

Lpkq “ Hk ´ ln
τ1 ` τ2

2
, Hk “

kÿ

i“1

1

i
. (2.7.27)

Как раньше отмечалось A2,C22,C21,D2 находятся перестановкой индексов.
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2.8 Оценки остаточных членов

По Пуанкаре [28] разложение X “
mř

n“0

Xnpεq ` Rm
Xpεq является асимптотиче-

ским по параметру ε, если lim
εÑ0

ˇ̌
ˇR

m

X

Xm

ˇ̌
ˇ “ 0.

Для определенности рассмотрим разложение A1 (2.7.5). Представим его в

виде

A1 “ x0A1
`

lÿ

k“1

x2k´1

A1
` r2l´1

A1
, (2.8.1)

где

x2k´1

A1
“ ´R

3
1sh

3τ1

2

pτ1 ` τ2q2k´1

p2k ´ 1q! Zp´2k ` 1qζp´2k ` 1,1 ` λ1q. (2.8.2)

Докажем, что lim
τ1`τ2Ñ0

ˇ̌
ˇ̌ r

2l´1

A1

x2l´1

A1

ˇ̌
ˇ̌ “ 0.

Для выражения:

ˇ̌
r2l´1

A1

ˇ̌
“R

3
1sh

3τ1

2

1

2π
pτ1 ` τ2q´σ2l´1¨

¨
8ż

´8

|Γpσ2l´1 ` itqZ pσ2l´1 ` itq ζ pσ2l´1 ` it,1 ` λ1q|dt,

´ 2l ă σ2l´1 ă ´2l ` 1,

(2.8.3)

Raszillier et al. [75] получил оценку:

ˇ̌
r2l´1

A1

ˇ̌
“ O

´
pτ1 ` τ2q2l´1`3

¯
. (2.8.4)

Также следует отметить, что

ˇ̌
x2l´1

A1

ˇ̌
“ O

´
pτ1 ` τ2q2l´1`3

¯
. (2.8.5)

Оказывается можно доказать и более сильное утверждение

ˇ̌
r2l´1

A1

ˇ̌
“ o

´
pτ1 ` τ2q2l´1`3

¯
. (2.8.6)

Для этого заметим

ˇ̌
r2l´1

A1

ˇ̌
“

ˇ̌
x2l`1

A1
` r2l`1

A1

ˇ̌
ď

ˇ̌
x2l`1

A1

ˇ̌
`

ˇ̌
r2l`1

A1

ˇ̌
“ O

´
pτ1 ` τ2q2l`1`3

¯
“

“ o
´

pτ1 ` τ2q2l´1`3

¯ (2.8.7)
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и

lim
τ1`τ2Ñ0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
r2l´1

A1

x2l´1

A1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

“ lim
τ1`τ2Ñ0

o
´

pτ1 ` τ2q2l´1`3
¯

O
´

pτ1 ` τ2q2l´1`3
¯ “ 0 (2.8.8)

тем самым мы доказали, что разложение A1 является асимптотическим. При

этом ряд расходится для любых τ1 ` τ2 ą 0 и для вычислений нужно ограни-

читься конечным числом членов ряда.

Как отмечалось в книге Dingle [44] целесообразно обрезать суммирование

асимптотического ряда при m “ η, где η находится из условия
d|xmA1

|
dm

ˇ̌
ˇ̌
η

„ 0.

Оценим зависимость xmA1
при больших значениях m. Учитывая тожества

ζp´m,a ` 1q “ ζp´m,aq ` am (2.8.9)

и формулу Гурвица [30]

ζp1 ´ m,aq “ 2
pm´ 1q!

p2πqm
8ÿ

n“1

cosp2πna ´ 1

2
πmq

nm
, 1 ě a ě 0, m ě 1, (2.8.10)

ζp´m,aq может быть аппроксимирована для больших m и для 0 ď a ď 2 как

ζp´m,aq « 2
m!

p2πqm`1
cos

´
2πa ´ π

2
pm ` 1q

¯
« 2

m!

p2πqm`1
, (2.8.11)

тогда xmA1
можно оценить как

xmA1

sR3
„ pτ1 ` τ2q3

pτ1 ` τ2qm
m!

2
pm`3q!

p2πq
m`3

m ` 3
2m`2

2
pm`1q!

p2πq
m`1

m ` 1
„ pτ1 ` τ2qm`3pm ` 2q!

p2πq2m`4
2m`4 „

„ 4pτ1 ` τ2q
p2pτ1 ` τ2qqm`2pm ` 2q!

p2πq2m`4
„

„ 4pτ1 ` τ2q
a
2πpm ` 2q

ˆpτ1 ` τ2qpm` 2q
2π2e

˙pm`2q

.

(2.8.12)

Напомним, что sR “ R1R2

R1`R2

. Из условия
d|xmA1

|
dm

ˇ̌
ˇ̌
η

„ 0 получаем η „ 2π2

τ1`τ2
. А

вблизи контакта, учитывая формулу (2.3.7), получим η „ 2π2?
2h{ sR

. Аналогично

вычисляются значения η для всех других коэффициентов. При таком выборе

η погрешность имеет порядок e´η.

Для подтверждения данной оценки на Рис. 2.2 – 2.4 представлены зависи-

мости модуля остаточного члена |rmX | (X “ tA1,C11,D1u) от номераm для раз-

ных расстояний между пузырьками h{ sR “ t2,1,0.5,0.2,0.1u, что соответствует
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η « t10,14,20,31,44u и для разных отношений радиусов R2{R1 “ t1,3,10u (для

определенность R1 “ 1).

Как мы видим минимальное значение модуля остаточно члена достигается

при m около η. Отличие между m и η объясняется тем, что ряд остаточно-

го члена не является знакопеременным, то есть при некотором большом m

остаточный член меняет знак с одного на другой и при этом достигается ми-

нимальное значение модуля остаточного члена. Как отмечалось в книге [44]

смена знака происходит около m „ η. Таким образом в задачах взаимодей-

ствия сферических газовых пузырьков вблизи контакта нет необходимости в

разложениях коэффициентов кинетической энергии по степеням τ1 ` τ2 или

h больше чем до pτ1 ` τ2qm или hm{2, причем m{2 « π2{
a
2hmax{ sR, где hmax

– ожидаемое максимальное расстояние при движении сфер. Если рассматри-

вать hmax « sR получим что m{2 « 7, а остаточный член можно оценить как

e´m « 10´6. В работе [74] для случая R2{R1 “ 1 рассматривалось h ě 1.6 sR
и при этом минимальная ошибка достигалась при одном и том же m “ 7. В

работе [75] при R2{R1 Ñ 8 рассматривались 0.4 sR ď h ď 2 sR и было заме-

чено, что для h ě 0.8 sR минимальная ошибка также не зависела от m, при

этом m “ 17. Такое поведение ошибки объясняется свойствами ζp´m,aq при

небольших m.
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Рис. 2.2: Остаточный член |rm
X

| (X “ tA1,C11,D1u) в зависимости от m для разных рассто-

яний между пузырьками: h{ sR “ t2,1,0.5,0.2,0.1u при R2{R1 “ 1.
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Рис. 2.3: Остаточный член |rm
X

| (X “ tA1,C11,D1u) в зависимости от m для разных рассто-

яний между пузырьками: h{ sR “ t2,1,0.5,0.2,0.1u при R2{R1 “ 3.
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Рис. 2.4: Остаточный член |rm
X

| (X “ tA1,C11,D1u) в зависимости от m для разных рассто-

яний между пузырьками: h{ sR “ t2,1,0.5,0.2,0.1u при R2{R1 “ 10.

50



2.9 Разложение по малому зазору h между сферами

Для практических целей более удобно перейти от параметра τ1 ` τ2 к зазору

h. Тогда разложение коэффициентов кинетической энергии принимает вид

X “ fXphq ` gXphq ln
ˆ
h

2 sR

˙
, sR “ R1R2

R1 ` R2

, X “ tAi,B,Cij,Di,Eu. (2.9.1)

Необходимо найти 6 пар функций fXphq и gXphq для коэффициентов A1, B,

C11, C12, D1, E, итого 12 независимых функций. Для остальных коэффици-

ентов функции fXphq и gXphq получаются перестановкой индексов. Примеча-

тельно, что число независимых функций можно сократить до 10. Для этого

докажем, что функции gXphq для коэффициентов A1 и B совпадают и так-

же совпадают функции gXphq для коэффициентов C11,C21. Действительно,

из формул (2.7.5) и (2.7.7) следует, что коэффициенты gA1
,gB получаются из

члена c3

2

1

2

1

τ1`τ2
ln τ1`τ2

2
, в котором τ1`τ2 надо выразить через h. Коэффициенты

gC11
,gC21

получаются аналогично из члена c3

sh
2τ1

ch τ1´1

τ1`τ2
ln τ1`τ2

2
. Функции fXphq

и gXphq можно разложить по степеням h. Достаточная точность достигается

кубическими полиномами вида

fXphq “ f 0

X ` f 1

Xh ` f 2

Xh
2 ` f 3

Xh
3 ` O

`
h4

˘
,

gXphq “ g1Xh ` g2Xh
2 ` g3Xh

3 `O
`
h4

˘
.

(2.9.2)

Можно показать, что с точностью до перестановки индексов логарифмиче-

ская особенность определяется четырьмя полиномами. Их три первых коэф-

фициента приведены в таблице 2.1 (αi “ Ri{pR1 ` R2q).

Таблица 2.1: Аналитический вид g1
X
,g2

X
,g3

X
для коэффициентов кинетической энергии

X g1
X

g2
X

g3
X

A1,B
sR2

4

5 sR
24

pα2

1
´ α1α2 ` α2

2
q 13α4

1
´98α3

1
α2`183α2

2
α2

2
´98α1α

3

2
`13α4

2

360

C11,C21

sR2

2

sR
12

p5α2

1
´ 5α1α2 ` 2α2

2
q 13α4

1
´98α3

1
α2`123α2

2
α2

2
´38α1α

3

2
´2α4

2

180

D1

sR2

4

sR
24

p5α2

1
´ 5α1α2 ´ α2

2
q 11

720
` α

2

1pα2

1
´16α1α2`4α

2

2q
48

E
sR2

4

sR
24

p´2α2

1
` 5α1α2 ´ 2α2

2
q 11

720
´ pα2

1
´α1α2`α

2

2qpα2

1
`9α1α2`α

2

2q
48

Полиномы fXphq имеют более громоздкий вид. Поэтому удобнее привести

численные значения коэффициентов полиномов fXphq при заданном отноше-
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нии радиусов. Они приведены в таблицах 2.2-2.4 соответственно для отноше-

ний радиусов R2{R1 “ t1,3,10u.

Таблица 2.2: Численные значения f 0

X
,f 1

X
,f 2

X
,f 3

X
для коэффициентов кинетической энергии

при R2{R1 “ 1

X f 0

X
{R3

1
f 1

X
{R3

1
f 2

X
{R3

1
f 3

X
{R3

1

A1 0.19257 0.03834 -0.05783 -0.0064

B 0.07513 -0.01375 -0.03339 -0.00841

A2 0.19257 0.03834 -0.05783 -0.0064

C11 0.07315 0.02403 -0.09609 0.00345

C12 0.28191 -0.12419 -0.04413 -0.00127

C21 0.28191 -0.12419 -0.04413 -0.00127

C22 0.07315 0.02403 -0.09609 0.00345

D1 1.05634 -0.02539 -0.02837 0.00549

E 0.52088 -0.20799 0.02508 -0.00506

D2 1.05634 -0.02539 -0.02837 0.00549

Таблица 2.3: Численные значения f 0

X
,f 1

X
,f 2

X
,f 3

X
для коэффициентов кинетической энергии

при R2{R1 “ 3

X f 0

X
{R3

1
f 1

X
{R3

1
f 2

X
{R3

1
f 3

X
{R3

1

A1 0.22593 0.15456 -0.12096 -0.00727

B 0.25356 0.03244 -0.08352 -0.00943

A2 4.64004 0.05236 -0.0598 -0.02441

C11 0.18871 0.14903 -0.22995 0.04843

C12 0.65753 0.07208 -0.20445 -0.00445

C21 2273271 -0.59585 0.00243 -0.01

C22 0.3404 0.06923 -0.13721 -0.03191

D1 1.18701 -0.07682 -0.03699 0.01731

E 2.32151 -0.45781 -0.00579 0.00787

D2 27.21124 0.019 -0.08045 -0.00683
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Таблица 2.4: Численные значения f 0

X
,f 1

X
,f 2

X
,f 3

X
для коэффициентов кинетической энергии

при R2{R1 “ 10

X f 0

X
{R3

1
f 1

X
{R3

1
f 2

X
{R3

1
f 3

X
{R3

1

A1 0.25175 0.29173 -0.11741 -0.04509

B 0.45156 0.20392 -0.1117 -0.04079

A2 167.02413 0.16238 -0.09517 -0.03972

C11 0.28907 0.33643 -0.31326 0.03108

C12 0.98412 0.45188 -0.23408 -0.08365

C21 8.51296 -1.12663 -0.13156 0.01537

C22 0.77253 0.34336 -0.20516 -0.07911

D1 1.35988 -0.10779 -0.0565 0.02402

E 9.22154 -0.64576 -0.09002 0.012

D2 1000.41854 0.18447 -0.10969 -0.03978

Сходимость приближений коэффициентов A1 и D1 полиномами первой

(1), второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная линия)

показана на Рис. 2а и 3а, а для их производных сходимость показана на Рис.

2б и 3б. Как видно из рисунков с увеличением степени полинома наблюдается

значительное повышение точности.
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Рис. 2.5: Сходимость приближений (а) коэффициента A1 и (б) производной dA1{dh по-

линомами первой (1), второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная

линия).
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Рис. 2.6: Сходимость приближений (а) коэффициента D1 и (б) производной dD1{dh по-

линомами первой (1), второй (2) и третьей степени (3) к точным зависимостям (жирная

линия).
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2.10 Трехчленное разложение кинетической энергии

Из рядов Хикса (2.6.1) и Воинова (2.6.2) можно получить трехчленное раз-

ложение кинетиеской энергии вблизи контакта пузырьков. Сперва заметим,

что Воинов О.В. в работе [7] для случая сфер постоянных радиусов пред-

ложил определять производную BT {Br в окрестности контакта с помощью

следующего преобразования

8ÿ

n“1

fpn,ǫq “
r1{ǫsÿ

n“1

fpn,0q ´
ż

1{ǫ

1

fpx,0qdx`
ż 8

1

fpx,ǫqdx`Opǫq, (2.10.1)

где ǫ “ τ1 ` τ2, причем при стремлении к контакту r Ñ R1 `R2 имеем ǫ Ñ 0.

Применив преобразование (2.10.1) к A1 и B, Воинов О.В. нашел [7]

1

sR2

BB
Bh “ 1

4
ln

h

2 sR
` 1

3
´ γ

2
` 1

2
p1 ´ 3α1α2qζp3q `Oph lnhq,

1

sR2

BA1

Bh “ 1

4
ln

h

2 sR
` 1

3
´ γ

2
` 1

2

8ÿ

n“1

„
1

n
´ npn` 1qpn´ 1 ` 3α2q

pn` α2q4


`Oph lnhq,

sR “ R1R2

R1 ` R2

, h “ r ´ R1 ´ R2

(2.10.2)

и заметил, что для коэффициентов A1 и B разность сумм рядов

1

sR2

BA1

Bh ´ 1

sR2

BB
Bh (2.10.3)

остается конечной, когда сферы сближаются до контакта.

Введем обозначения

1

sR2

BA1

Bh “
8ÿ

n“1

fA1
pn,ǫq,

1

sR2

BB
Bh “

8ÿ

n“1

fBpn,ǫq,

fA1,Bpn,ǫq “ fA1
pn,ǫq ´ fBpn,ǫq.

(2.10.4)

Тогда для разности рядов

1

sR2

BA1

Bh ´ 1

sR2

BB
Bh “

8ÿ

n“1

fA1,Bpn,ǫq, (2.10.5)

воспользуемся разбиением бесконечной суммы предложенное в работе [40]
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8ÿ

n“1

fA1,Bpn,ǫq “
Nÿ

n“1

fA1,Bpn,ǫq `
8ÿ

n“N`1

fA1,Bpn,ǫq, (2.10.6)

причем N выбирается как

N “ Cǫ´p1´qq, (2.10.7)

где C и q положительные постоянные не зависящие от ǫ. Также q удовлетво-

ряет условию 0 ă q ă 1.

После подстановки выражений для 1
sR2

BA1

Bh и 1
sR2

BB
Bh было получено, что

8ÿ

n“1

fA1,Bpn,ǫq “
Nÿ

n“1

´
lim
ǫÑ0

fA1,Bpn,ǫq ` O
`
ǫ2

˘¯
`O

`
ǫ1´q

˘
, (2.10.8)

причем

lim
ǫÑ0

fA1,Bpn,ǫq “ O
`
n´2

˘
. (2.10.9)

Таким образом при усремлении ǫ Ñ 0 имеем
8ÿ

n“1

fA1,Bpn,ǫq “
8ÿ

n“1

lim
ǫÑ0

fA1,Bpn,ǫq ` op1q. (2.10.10)

или окончательно получим

1

sR2

BA1

Bh ´ 1

sR2

BB
Bh “

8ÿ

n“1

lim
ǫÑ0

fA1,Bpn,ǫq ` o p1q . (2.10.11)

Если для вычисления 1
sR2

BB
Bh

не требуется больших усилий при применении

формулы (2.10.1), то для других коэффициентов A1, D1, E, C11{2, C12{2 вы-

ражение (2.10.11) упрощает для них вывод логарифмического и следующего

членов асимптотических разложений.

Действительно, из этого свойства мы приходим к выводу, что все коэффи-

циенты кинетической энергии имеют одинаковую структуру в окрестности

контакта
1

sR2

BX
Bh “ 1

4
ln

h

2 sR
`X1 `Oph lnhq, (2.10.12)

где X – произвольный коэффициент кинетической энергии, X1 зависит толь-

ко от радиусов сфер и не зависят от h.

Разложения для коэффициентов A1, B,D1, E, C11{2, C12{2 получатся ин-

тегрированием с помощью формулы

Xphq “ X0 `
ż h

0

dX

dh
“ X0 ` sR2h

ˆ
1

4

ˆ
ln

ˆ
h

2 sR

˙
´ 1

˙
` X1

˙
. (2.10.13)
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Это и есть требуемое трехчленное разложение произвольного коэффициента

Xphq, содержащее постоянное слагаемое X0 и члены типа h lnh и h. Осталь-

ные члены порядка малости h2 lnh и выше опускаем.

Выражение для X0 можно получить из точных рядов (2.6.1),(2.6.2), под-

ставив в них предельные значения при ǫ Ñ 0

Ai
n “ n` αk

αk
, Bi

n “ n

αi
, αi “ Ri

R1 ` R2

, (2.10.14)

Выпишем зависимости X0 и X1 для каждого коэффициента кинетической

энергии. Для первых двух A1 и B они имеют вид

A1 “ X0 ` sR2h

ˆ
1

4

ˆ
ln

ˆ
h

2 sR

˙
´ 1

˙
` X1

˙
,

X0 “ R3

1

˜
1

6
` 1

2

8ÿ

n“1

ˆ
α2

n` α2

˙3
¸

,

X1 “ 1

3
´ γ

2
` 1

2

8ÿ

n“1

„
1

n
´ npn` 1qpn´ 1 ` 3α2q

pn` α2q4

,

(2.10.15)

B “ X0 ` sR2h

ˆ
1

4

ˆ
ln

ˆ
h

2 sR

˙
´ 1

˙
` X1

˙
,

X0 “ 1

2
sR3ζp3q, X1 “ 1

3
´ γ

2
` 1

2
p1 ´ 3α1α2qζp3q.

(2.10.16)

Остальные коэффициенты D1, E, C11{2, C12{2 вычисляются аналогично по

формуле (2.10.13), в которой меняются лишь выражения для X0 и X1.

D1 : X0 “ R3

1 ` R3

1

8ÿ

n“1

α2

n ` α2

„
1 `

ˆ
n2

α2
2

´ 1

˙
ln

ˆ
1 ´ α2

2

n2

˙
,

X1 “ 1

3
´ γ

2
`

8ÿ

n“1

ˆ
1

6n
` pn´ 1qpn` 1 ´ 3α2q

3nα2
2

ˆ
1 ` n2

α2
2

ln

ˆ
1 ´ α2

2

n2

˙˙
`

` α2
1 ´ pn` 1qα2

3npn` α2q2
˙
,

(2.10.17)
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E : X0 “ pa1a2q2
a1 ` a2

«

1 `
8ÿ

n“1

1

n ` 1

ˆ
1 ´ npn` 1q

α1α2

lnp1 ` α1α2

npn` 1qq
˙ff

,

X1 “
8ÿ

n“1

˜
´1

6pn` 1q ` n2 ´ 1 ` 3α1α2

3pn` 1qα1α2

ˆ
1 ´ npn` 1q

α1α2

ln

ˆ
1 ` α1α2

npn` 1q

˙˙
`

` pα1 ´ α2q2
3pn` 1qpn` α1qpn` α2q

¸

` 1

3
´ γ

2
´ 1

2
,

(2.10.18)

C11{2 : X0 “ R3
1

2

8ÿ

n“1

α3
2

npn` α2q2
,

X1 “ 1

3
´ γ

2
`

8ÿ

n“1

2α2n
2 ` 3pα3

1 ` α3
2 ` α2

2qn` α2pα3
1 ` α3

2 ` 3α2
2q

6npn` α2q3
,

(2.10.19)

C12{2 : X0 “ R3
1

2

8ÿ

n“1

α3
2

n2pn´ 1 ` α2q
,

X1 “ 1

3
´ γ

2
`

8ÿ

n“1

´α1n
2 ` p3n´ 2α1qpα3

1 ` α3
2q

6n2pn´ α1q2
,

(2.10.20)

где γ « 0.577216 - постоянная Эйлера, остальные коэффициенты кинетиче-

ской энергии можно получить перестановкой 1 на 2.

Все ряды для X0 в формулах (2.10.15 - 2.10.20) приведены в статьях [6–

8, 10]. Ряды для X1 в формулах (2.10.17 - 2.10.20) ранее не вычислялись, но

они дают в силу вклад, сопоставимый со вкладом от рядов для X0.

2.11 Сравнение асимптотических разложений

Raszillier et al. [75] сравнил асимптотическое разложение кинетической энер-

гии с трехчленным разложением полученным Воиновым О.В. [7] для двух

сфер постоянных радиусов и получил полное совпадение. Также можно срав-

нить полученные в разделе 2.7 асимптотические разложения коэффициентов

кинетической энергии с трехчленным разложением полученым в предыду-

щем разделе 2.10. Для этого перейдем от τ1 ` τ2 к h “ r ´ R1 ´ R2. После

некоорых преобразовний было получено
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A1 “R
3
1

6
`

sR3

2
ζ p3,1 ` α2q `

sR2

4
h ln

h

2p

` h
sR2

2

ˆ
ψ p1 ` α2q `

`
α3

1 ` α3

2

˘
ζ p3,1 ` α2q

` α1α2 pα2 ´ α1q ζ p4,1 ` α2q ` 1

6

˙
,

(2.11.1)

B “
sR3

2
ζp3q `

sR2

4
h ln

h

2 sR
` h

sR2

2

ˆ`
α3

1 ` α3

2

˘
ζp3q ´ γ ` 1

6

˙
, (2.11.2)

D1 “R3

1

ˆ
1 ´ ζp1,0qp´1,1 ´ α2q ` ζp1,0qp´1,1 ` α2q ´ 2ζp1,0qp´1,1q

α2

` 2 lnpΓp1 ` α2qq ´ α2pψp1 ` α2q ´ 1q
˙

`
sR2

4
h ln

h

2p

` h

˜
sR2

12
` R2

1
sRpR1 ´R2q

`
ζp1,1qp´1,1 ´ α2q ´ ζp1,1qp´1,1 ` α2q

˘

3R2
2

´ R2
1

`
ζp1,0qp´3,1 ´ α2q ` ζp1,0qp´3,1 ` α2q

˘

3α2
2

`R2

1

`
α3

1 ` α3

2

˘
`
ζp1,0qp´1,1 ´ α2q ` ζp1,0qp´1,1 ` α2q

˘

3α2
2

´ 4R2

1ζ
p1,0qp´1,1 ` α2q ` 2R2

1

ζp1,0qp´2,1 ` α2q
α2

`R2

1

2

α2
2

ˆ
1

3
ζ 1p´3q ´ α2ζ

1p´2q
˙

` 2R2

1α2 lnpΓp1 ` α2qq

`R2

1

α2
1 ´ α1α2 ´ α2

2

3
ψp1 ` α2q ` R2

1

α1α2 pα2 ´ α1q
3

ζp2,1 ` α2q

´ R2

1

2

α2
2

ˆ
1

3
´ α2

˙
ζ 1p´1q ´R2

1α2 ln 2π ` R2

1

11α2
1 ` 4α1α2 ` 52α2

2

36

˙
,

(2.11.3)
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E “ R2
1R

2
2

R1 `R2

p1 ` γq ´ R1R2 pR1 ln Γp1 ` α1q `R2 ln Γp1 ` α2qq

` R2
1R

2
2

sR

´
ζp1,0qp´1,1 ` α1q ` ζp1,0qp´1,1 ` α2q ´ 2ζp1,0qp´1,1q

¯

`
sR2

4
h ln

h

2 sR

` h

˜
sR2

12
` 1

3
sRpR1 ´R2q

´
ζp1,1qp´1,1 ` α2q ´ ζp1,1qp´1,1 ` α1q

¯

` pR1 ` R2q2
ˆ
1

3

´
ζp1,0qp´3,1 ` α1q ` ζp1,0qp´3,1 ` α2q

¯

´ 1

3

´
ζp1,0qp´1,1 ` α1q ` ζp1,0qp´1,1 ` α2q

¯

´ α1

´
ζp1,0qp´2,1 ` α1q ´ ζp1,0qp´1,1 ` α1q

¯

´ α2

´
ζp1,0qp´2,1 ` α2q ´ ζp1,0qp´1,1 ` α2q

¯ ˙

´ R1R2

ˆ
1

3
pα1 ´ α2q pα1ψp1 ` α1q ´ α2ψp1 ` α2qq

`1

3
γ

`
α3

1 ` α3

2

˘
´ 2ζ 1p´1q ` 5

12
´ 1

2
lnp2πq

˙

` 1

3
pR1 `R2q2 pζ 1p´1q ´ 3ζ 1p´2q ` 2ζ 1p´3qq ´ 23 sR2

36

¸

,

(2.11.4)

C11 “ sRR2

1 pγ ` ψ p1 ` α2q ´ α2ζ p2,1 ` α2qq `
sR2

2
h ln

h

2 sR

` h

ˆ sR2

6
` R2

1

3

`
γ

`
α3

1 ` α3

2

˘
`

`
α2

1 ´ α1α2 ` 4α2

2

˘
ψ p1 ` α2q

´ α2

`
α3

1 ` α1α
2

2 ` 2α2

2

˘
ζ p2,1 ` α2q

´2α1α
2

2 pα2 ´ α1q ζ p3,1 ` α2q
˘̇
,

(2.11.5)

C12 “ ´ sRR2

2 pγ ` ψ pα2q ` α1ζ p2qq `
sR2

2
h ln

h

2 sR

` h

ˆ sR2

6
` R2

2

3

`
´γ

`
4α3

1 ` 3α2

1α2 ` α3

2

˘
´

`
α3

1 ` α3

2

˘
ψ pα2q

´2
`
α3

1 ` α3

2

˘
ζ p2q ` α1α2 pα2 ´ α1q ζ p2,α2q

˘̇
,

(2.11.6)

где αi “ Ri

R1`R2

, sR “ R1R2

R1`R2

. Полученные выражения (2.11.1-2.11.4)) сов-

падают с соответствующими выражениями (2.10.15-2.10.18)). Равенство раз-
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ложений можно проверить численно или аналитически. Равенство для A1,B

было показано в работе Raszillier et al. [75]. C11, C12 можно просуммировать

явно. ДляD1,E ситуация немного усложняется. Для получения равенстваD1,

воспользуемся уже упомянутым алгоритмом [70] для преобразования сумм

8ÿ

n“1

α2

n ` α2

ˆ
1 `

ˆ
n2

α2
2

´ 1

˙
ln

ˆ
1 ´ α2

2

n2

˙˙
“

8ÿ

j“2

8ÿ

n“1

pj ´ 1q
j

˜
α
2j´1

2

n2j´1
´ α

2j
2

n2j

¸

,

(2.11.7)

8ÿ

n“1

ˆ
1

6n
` pn´ 1qpn` 1 ´ 3α2q

3nα2
2

ˆ
1 ` n2

α2
2

ln

ˆ
1 ´ α2

2

n2

˙˙
` α2

1 ´ pn` 1qα2

3npn` α2q2
˙

“

“
8ÿ

j“1

8ÿ

n“1

˜
α
2j´1

2

pj ` 1qn2j ` pj ` 2qα2j´2

2
´ 3pj ` 2qα2j´1

2
´ pj ` 1qα2j

2

3pj ` 1qpj ` 2qn2j`1

¸

.

(2.11.8)

Двойные суммы следует брать вначале по n, а потом по j.

2.12 Гидродинамическая сила

Гидродинамическая сила, действующая на сферу, определяется по формуле

Лагранжа

F1 “ ´ d

dt

BT
B 9z1

` BT
Bz1

“ d

dt

BT
Bu1

` BT
Br “ d

dt

BT
Bu1

` BT
Bh . (2.12.1)

С помощью этой формулы и асимптотических разложений коэффициентов

кинетической энергии можно получить разложение силы вблизи контакта с

любой степенью точности по h. Вблизи контакта главная асимптотика гид-

родинамической силы равна [27]

F1

2πρ
“ ´ d

dt

ˆ
1

2
sR2h ln

ˆ
h

2 sR

˙
9h

˙
` 1

4
sR2 ln

ˆ
h

2 sR

˙
9h2, (2.12.2)

где 9h “ ´ pu1 ` u2 ` 9R1 ` 9R2q. Данную логарифмическую особенность невоз-

можно получить, если представлять кинетическую энергию в виде конечного

ряда по обратным степеням расстояния между центрами пузырьков r.

В работе [80] при рассмотрении расширяющейся по закону R “ βt1{2 сфе-

ры, находящейся в контакте с плоскостью, было получено, что сила притя-

жения к плоскости равна F “ 0.29πβ4ρl. Этот результат согласуется с силой
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F “ 0.288954πβ4ρl, найденной по асимптотическим разложениям данной ра-

боты.

2.13 Выводы

1. Получено точное решение краевой задачи для функции тока (2.4.2) в слу-

чае двух сфер переменных радиусов. Оно обобщает решение для твердых

сфер.

2. По найденной функции тока выведен новый вид кинетической энер-

гии жидкости, в котором коэффициенты квадратичной формы представлены

бесконечными рядами. Показана тождественность новых рядов с ранее полу-

ченными рядами Хикса и Воинова. Показано преимущество новых рядов для

изучения динамики сферических пузырьков вблизи контакта.

3. Используя новый вид кинетической энергии, найдены асимптотические

разложения коэффициентов кинетической энергии вблизи контакта и прове-

ден анализ точности асимптотических разложений.

4. Найденные асимптотические выражения необходимы для описания ди-

намики сферических пузырьков вблизи контакта, а так же для анализа воз-

можности их слияния (например, при акустическом воздействии на них).

2.14 Приложение: Разложение функций по полиномам

Гегенбауэра

Для вывода формул (2.4.7-2.4.9) воспользуемся определением полиномов Ге-

генбауэра через производящую функцию [28]

1

p1 ´ 2xµ` x2qν “
8ÿ

n“0

xnCν
npµq (2.14.1)

подставляя ν “ ´1

2
,x “ e´τ при τ ą 0 и ´1 ď µ ď 1 получим (2.4.7):

pch τ ´ µq1{2 “
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2

2
e´pn´1{2qτ , (2.14.2)

дифференцируя по τ , получим выражение для (2.4.8):
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1

pch τ ´ µq1{2
“

8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq´pn´ 1{2q

?
2

sh τ
e´pn´1{2qτ . (2.14.3)

Чтобы получить формулу (2.4.9) подставим сперва ν “ 1

2
в (2.14.1) и про-

дифференцируем по µ:

x

p1 ´ 2xµ` x2q3{2
“

8ÿ

n“0

xn
dC

1{2
n pµq
dµ

. (2.14.4)

Ввиду того, что Cν
0 pµq “ 1 преобразуем (2.14.4) к виду:

1

p1 ´ 2xµ` x2q3{2
“

8ÿ

n“2

xn´2
dC

1{2
n´1

pµq
dµ

. (2.14.5)

Выразим
dC

1{2
n´1

pµq

dµ
через C

´1{2
n pµq. Для этой цели, заметим справедливость

равенства:
dCν

npµq
dµ

“ 2νCν`1

n´1pµq. (2.14.6)

Или при ν “ ´1

2
получим:

d2C
´1{2
n pµq
dµ2

“ ´dC
1{2
n´1

pµq
dµ

. (2.14.7)

Далее учитывая дифференциальное уравнение Гегенбауэра [28]

p1 ´ µ2qd
2Cν

npµq
dµ2

´ p2ν ` 1qµdC
ν
npµq
dµ

` npn` 2νqCν
npµq “ 0, (2.14.8)

при ν “ ´1

2
получим:

p1 ´ µ2qd
2C

´1{2
n pµq
dµ2

` npn´ 1qC´1{2
n pµq “ 0. (2.14.9)

Умножая (2.14.5) на 1 ´ µ2 и учитывая (2.14.7) и (2.14.9) получаем фор-

мулу:
1 ´ µ2

p1 ´ 2xµ` x2q3{2
“

8ÿ

n“2

xn´2npn´ 1qC´1{2
n pµq. (2.14.10)

Для дальнейшего удобства начнем суммирование с 0 вместо 2, так как для

n “ 0 и n “ 1 элементы суммы равны нулю. Подставляя x “ e´τ ,τ ą 0,

окончательно получим для (2.4.9):

1

2

1 ´ µ2

pch τ ´ µq3{2
“

8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2npn´ 1qe´pn´1{2qτ . (2.14.11)
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2.15 Приложение: Преобразование коэффициентов ки-

нетической энергии

Если для B,C11,C12 и D1 после интегрирования по контору (2.5.5) получен

вид, указанный в (2.5.9), то для A1 и E были использованны следующие

тождества. После интегрирования (2.5.5) A1 приобретает вид

A1 “ 1

3
c3

8ÿ

n“2

npn´ 1qe´p2n´1qτ1 p3 cothpn´ 1{2qpτ1 ` τ2q ´ 1q “

“ c3
8ÿ

n“2

npn´ 1qe´p2n´1qτ1

ˆ
2

3
` 2

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

˙
.

(2.15.1)

Учитывая, что [33]

8ÿ

n“2

npn´ 1qe´p2n´1qτ1 “ 1

4sh3τ1
, (2.15.2)

окончательно для A1 получим:

A1 “ R3
1

6
` c3

8ÿ

n“2

e´p2n´1qτ1

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

p2n´ 1q2 ´ 1

2
. (2.15.3)

После интегрирования (2.5.5) E приобретает вид:

E “c3e´pτ1`τ2q2 ` coth τ1 ` coth τ2

2 shpτ1q shpτ2q
`

` c3
8ÿ

n“2

e´2npτ1`τ2q

pep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1q4npn´ 1qsh2τ1sh2τ2
ˆ

ˆ
´ `
e2nτ1 ´ ne2τ1 ` n´ 1

˘ ´
e2nτ2 ` p´ne2τ2 ` n ´ 1qep2n´1qpτ1`τ2q

¯
`

`
`
e2nτ2 ´ ne2τ2 ` n´ 1

˘ ´
e2nτ1 ` p´ne2τ1 ` n´ 1qep2n´1qpτ1`τ2q

¯ ¯
.

(2.15.4)

Учитывая вид A1,B,C11,C12 и D1, а также из соображений симметрии была

рассмотрена разница:

E ´ c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qpτ1`τ2q

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2Snpτ1qSnpτ2q
p2n´ 1q2 ´ 1

. (2.15.5)

Оказалось, что можно просуммировать возникающую бесконечную сумму в
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общем виде:

E ´ c3
8ÿ

n“2

e´p2n´1qpτ1`τ2q

ep2n´1qpτ1`τ2q ´ 1

2Snpτ1qSnpτ2q
p2n´ 1q2 ´ 1

“ c3e´pτ1`τ2q2 ` coth τ1 ` coth τ2

2 shpτ1q shpτ2q
´

´ c3
cothpτ1 ` τ2q ´ 1

4

ˆ
1

sh2τ1
` 1

sh2τ2

˙
“ c3

sh τ1 sh τ2 shpτ1 ` τ2q
“

“ pR1R2q2
r

,

(2.15.6)

и мы приходим к виду указанному в формуле для кинетической энергии

(2.5.9).
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Глава 3

Движение двух сфер переменных

радиусов вдоль линии центров в вязкой

жидкости в приближении Стокса

3.1 Введение

Впервые в точной постановке задача взаимодействия двух твердых сфер (по-

стоянных радиусов) в вязкой жидкости в приближении Стокса рассматри-

валась в работе [78]. Сферы совершают движение вдоль линии центров и

течение жидкости предполагается осесимметричным. С помощью функции

тока, найденной в разложении по полиномам Гегенбауэра в бисферических

координатах, были найдены точные выражения для вязких сил, действую-

щих на сферы в виде рядов. Выражения, полученные в работе [78], были

далее использованы в различных работах для определения главных асимп-

тотик вязких сил, как на больших расстояниях [35], так и вблизи контак-

та [14, 38, 40]. В работах [38, 40, 58] также представлен подход к определению

главных асимптотик вблизи контакта с помошью теории смазочного слоя.

Задача взаимодействия двух твердых сфер также была решена с помо-

щью "метода отражений" , подробное изложение, а также исторические све-

дения можно найти в монографии [52]. В этой же монографии представлено

разложение вязких сил на больших расстояниях, а также найдена сила при

движении двух сфер с одинаковыми скоростями в области контакта. Преиму-

ществом метода отражений является его универсальность, сходимость рядов

гораздо быстрее, чем в разложениях по обратным степеням r, однако она еще
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не достаточна для аналитического изучения процесса сближения пузырьков

к контакту.

Разработанный в работе [78] алгоритм был, также применен для точного

решения задачи вязкого взаимодействия двух сферических капель жидко-

сти с одинаковой вязкостью [79] и с разными коэффициентами вязкости [51].

Вблизи контакта капелек в работе [14] найдена главная асимптотика вязких

сил действующих на капли. При устремлении вязкости капелек к нулю ре-

зультаты работы [14] будут соответствовать случаю вязкого взаимодействия

двух сферических пузырьков постоянных радиусов с нулевым тангенциаль-

ным напряжением на границе.

Промежуточным случаем между прилипанием на границе и нулевым тан-

генциальным напряжением является случай проскальзывания, при котором

тангенциальное напряжение пропорционально разности скоростей на поверх-

ности сфер [20,32,52]. Для двух твердых сфер задача вязкого взаимодействия

с таким условием была рассмотрена в работах [42, 49, 76], причем в решении

возникает рекуррентная система, которая разрешается численно. Для нахож-

дения асимптотической зависимости вязкой силы, в работе [57] применялась

теория смазочного слоя. Для двух сферических капелек вязкое взаимодей-

ствие рассматривалось в работах [15,50], причем в работе [15] удалось найти

асимптотику вязкой силы вблизи контакта.

Задача вязкого взаимодействия двух сфер переменных радиусов в точной

постановке рассматривалась в недавней работе [67] в предположении нуле-

вого тангенциального напряжения на поверхностях сфер. В работе [68] была

найдена вязкая сила, действующая на сферический пузырек переменного ра-

диуса около стенки, при этом на границе стенки предполагалось условие при-

липания, а на поверхности сферы рассматривался общий случай проскальзы-

вания. Безусловно случай пузырька у стенки являетя придельным случаем

двух пузырьков, у одного из которых радиус стремиться к бесконечности. В

работе [68] также была применена теория тонкого слоя для сферы перемен-

ного радиуса у стенки. С помощью этой же теории в работах [26, 27] была

найдена главная асимпотика вязких сил для двух сфер произвольных пере-

менных радиусов с условием прилипания на границе.

Данная глава посвящена точным решениям задачи вязкого взаимодей-
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ствия двух сфер произвольных переменных радиусов при различных гранич-

ных условиях, применяя методику работы [78], а также выявлению главного

асимптотического члена вязких сил вблизи контакта, как из точных реше-

ний, так и с помощью теории тонкого слоя, для случая проскальзывания на

границах сфер.

3.2 Постановка задачи

Рассматривается взаимодействие двух сферических пузырьков переменных

радиусов при движении вдоль линии центов в вязкой жидкости в прибли-

жении Стокса. Течение жидкости предполагается осесимметричным. Как и

в Главе 1 центры сфер расположены на оси z, имеют координаты z1,z2,

pz1 ą z2q, скорости центров равны u1 “ ´ 9z1, u2 “ 9z2 и направлены на встречу

друг друга (Рис. 3.1). Скорости изменения радиусов равны 9R1, 9R2 соответ-

ственно. Расстояние между центрами сфер r “ z1 ´ z2, расстояние между

поверхностями сфер (зазор) h “ r´R1´R2. Цель данной главы найти вязкие

силы, действующие на сферы как линейные функции скоростей u1,u2, 9R1, 9R2,

коэффициенты которых зависят от радиусов сфер и расстояния между ними.

Следуя работе [78] целесообразно искать решение задачи с помощью функ-

ции тока Стокса в бисферических координатах, которое должно удовлетво-

рять уравнению [78]

Φ4 pψq “ 0, (3.2.1)

где в цилиндрических координатах

Φ2 ” ρ
B

Bρ

ˆ
1

ρ

B
Bρ

˙
` B2

Bz2 , (3.2.2)

а в бисферических координатах

Φ2 ” ch ξ ´ µ

c2

ˆ B
Bξ

ˆ
pch ξ ´ µq B

Bξ

˙
` p1 ´ µ2q B

Bµ

ˆ
pch ξ ´ µq B

Bµ

˙˙
. (3.2.3)
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Рис. 3.1: Постановка задачи

3.3 Функция тока в бисферических координатах

Функцию тока следует искать в виде [51, 78]

ψ “ pch ξ ´ cos ζq´3{2
8ÿ

n“0

UnpξqC´1{2
n pcos ζq,

Unpξq “ an chpn´ 3{2qξ ` bn shpn´ 3{2qξ`
` cn chpn` 1{2qξ ` dn shpn` 1{2qξ,

(3.3.1)

где C
´1{2
n pµq, n “ 0,1,2,... — полиномы Гегенбауэра. Как и в Главе 1 при

решении задачи с переменными радиусами, суммирование необходимо начи-

нать с n “ 0. В недавних работах [67, 68] суммирование начинается с n “ 2

при этом скорость жидкости разбивается на две части: v “ vvisc `∇ϕ, где ϕ

выбрано так, что U0pξq и U1pξq оказываются равными нулю.

Коэффициенты an,bn,cn,dn следует искать из граничных условий на по-

верхностях сфер при ξ “ τ1 и ξ “ ´τ2. Перейдем к выводу граничных усло-

вий. Для вязкой жидкости, кроме условия для нормальной компоненты ско-

рости, следует задавать второе условие на тангенциальную скорость, либо на

касательное напряжение. Иногда также ставят комбинированное условие для

касательных напряжений и скорости.
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3.4 Вязкие силы

Для твердых шаров в работе [78] была получена следующая формула для

результирующей силы, действующей на каждый шар

Fµl
“ πµl

ż
ρ3

B
Bn

ˆ
Φ2pψq
ρ2

˙
ds, (3.4.1)

где n наружная нормаль поверхности сферы, ds — элемент мередиана, µl —

вязкость жидкости, интеграл берется по меридиану соответствующего шара.

Оператор Φ2 задается формулами (3.2.2) и (3.2.3).

Оказывается формула (3.4.1) справедлива и в случае сфер переменного

радиуса. Докажем данное утверждение.

Компоненты тензора напряжений в цилиндрических координатах имеют

вид [5]

σzz “ ´p` 2µl
Bvz
Bz “ ´p ´ 2µl

ρ

B2ψ

BzBρ, (3.4.2)

σzρ “ µl

ˆBvρ
Bz ` Bvz

Bρ

˙
“ µl

ˆ
1

ρ

B2ψ

Bz2 ´ B
Bρ

ˆ
1

ρ

Bψ
Bρ

˙˙
. (3.4.3)

Компонента напряжения вдоль оси симметрии z на поверхности сферы

равна

Pz “ ´pBρ
Bs ´ µl

ˆ
2

ρ

B2ψ

BzBρ
Bρ
Bs ` 1

ρ

B2ψ

Bz2
Bz
Bs ´ B

Bρ

ˆ
1

ρ

Bψ
Bρ

˙ Bz
Bs

˙
“

“ ´pBρ
Bs ´ µl

ˆ
2

ρ

B
Bs

Bψ
Bz ´ 1

ρ
Φ2pψqBz

Bs

˙
.

(3.4.4)

Если в случае сфер постоянных радиусов Pz можно упростить за счет того,

что Bψ
Bz

“ ρvρ “ 0 для любой точки поверхности, то в случае переменных

радиусов такое упрощение не имеет место.

Полная сила действующая на сферу направлена вдоль оси симметрии z и

равна

Fµl
“

ż
Pz2πρds “ ´

ż
p 2πρ

Bρ
Bsds ` 2πµl

ż
Φ2pψqBz

Bsds´ 4πµl

ż B
Bs

Bψ
Bz ds.

(3.4.5)

Рассмотрим подробнее последний интеграл

4πµl

ż B
Bs

Bψ
Bz ds “ 4πµl

Bψ
Bz

ˇ̌
ˇ̌
s“smax

s“0

“ 4πµl ρvρ|s“smax

s“0
“ 0. (3.4.6)

71



Остальные два интеграла после некоторых преобразований [78] принимают

вид (3.4.1).

Таким образом, интегралы для определения вязкой силы имеют одинако-

вый вид, как для задачи с постоянными радиусами сфер, так и для задачи с

переменными радиусами сфер.

Обозначим вязкую силу, действующую на первую сферу, за Fµl1, а на вто-

рую за Fµl2. Подставляя общий вид функции тока (3.3.1) в интеграл (3.4.1) в

работе [78] для n ě 2 было получено

F 28
µl1,2

“ 2
?
2πµl

c

8ÿ

n“2

an ˘ bn ` cn ˘ dn. (3.4.7)

Для n “ 0 и n “ 1 нужно отдельно взять интеграл (3.4.1)

F 0

µl1,2
“ 2

?
2πµl

c

1

4

ˆ´4c0 ` pc0 ´ 3a0q ch τ1,2 ` p3b0 ´ d0q sh τ1,2
sh2τ1,2{2

˘

˘ 4d0 ` pd0 ´ 3b0q ch τ1,2 ` p3a0 ´ c0q sh τ1,2
ch2 τ1,2{2

˙
,

(3.4.8)

F 1

µl1,2
“ 2

?
2πµl

c

1

4

ˆ
2a1 ´ 2c1 ` pa1 ` 5c1q ch τ1,2 ` p3d1 ´ b1q sh τ1,2

sh2τ1,2{2
˘

˘ 2d1 ´ 2b1 ` p5d1 ` b1q ch τ1,2 ` p3c1 ´ a1q sh τ1,2
ch2τ1,2{2

˙
.

(3.4.9)

Причем суммарно вязкие силы действующие на сферы в проекции на оси

симметрии z равны

Fµl1,2 “ F 0

µl1,2
` F 1

µl1,2
` F 28

µl1,2
. (3.4.10)

3.5 Граничные условия - нормальная составляющая

Нормальная составляющая скорости жидкости vn и скорость поверхности

пузырька wn должны совпадать, что можно записать в виде

pv1,nq “ 1

ρ

Bψ
Bζ

ch τ1 ´ cos ζ

c
“ ´u1

ˆ
´ch τ1 cos ζ ´ 1

ch τ1 ´ cos ζ

˙
´ 9R1 “ pw1,nq,

pv2,nq “ 1

ρ

Bψ
Bζ

ch τ2 ´ cos ζ

c
“ u2

ˆ
´ch τ2 cos ζ ´ 1

ch τ2 ´ cos ζ

˙
` 9R2 “ pw2,nq.

(3.5.1)
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Проинтегрировав по ζ граничные условия на нормаль (3.5.1) и выбрав

константы интегрирования таким образом, чтобы на оси симметрии скорость

была параллельна данной оси, получим

ψ|ξ“τ1
“u1c2

1

2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq2
` 9R1c

2
1

ch τ1 ´ µ
`

`
˜

9R2c
2

sh2τ2
´

9R1c
2 ch τ1

sh2τ1

¸

,

ψ|ξ“´τ2
“ ´ u2c

2
1

2

1 ´ µ2

pch τ2 ´ µq2
´ 9R2c

2
1

ch τ2 ´ µ
´

´
˜

9R1c
2

sh2τ1
´

9R2c
2 ch τ2

sh2τ2

¸

.

(3.5.2)

Следует отметить, что константы интегрирования оказались равными кон-

стантам интегрирования в случае потенциального течения жидкости рас-

смотренного в Главе 1. При этом сразу можно выписать коэффициенты

an,bn,cn,dn для n “ 0 и n “ 1

a1 “ c0 “ 3c1 “ 3a0 “ ´ 3c2

2
?
2

˜
9R1

sh2 τ1
´

9R2

sh2 τ2

¸

,

b1 “ d0 “ 3d1 “ 3b0 “ ´ 3c2

2
?
2

˜
9R1

sh2 τ1
`

9R2

sh2 τ2

¸ (3.5.3)

и получить для F 01
µl1
, F 01

µl2

F 01

µl1
“ F 0

µl1
` F 1

µl1
“ ´µl

8πc 9R1

sh2 τ1
,

F 01

µl2
“ F 0

µl2
` F 1

µl2
“ µl

8πc 9R2

sh2 τ2
.

(3.5.4)

Учитывая общий вид функции тока (3.3.1) преобразуем (3.5.2) к виду

8ÿ

n“0

Unpτ1qC´1{2
n pcos ζq “ f0pµq,

8ÿ

n“0

Unp´τ2qC´1{2
n pcos ζq “ g0pµq,

(3.5.5)

где введены функции
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f0pµq “ u1c
2
1

2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq1{2
` 9R1c

2pch τ1 ´ µq1{2`

`
˜

9R2c
2

sh2τ2
´

9R1c
2 ch τ1

sh2τ1

¸

pch τ1 ´ µq3{2,

g0pµq “ ´u2c2
1

2

1 ´ µ2

pch τ2 ´ µq1{2
´ 9R2c

2pch τ2 ´ µq1{2´

´
˜

9R1c
2

sh2τ1
´

9R2c
2 ch τ2

sh2τ2

¸

pch τ2 ´ µq3{2.

(3.5.6)

Далее необходимо разложить f0pµq и g0pµq по полиномам Гегенбауэра с по-

мощью формул приведенных в Приложении 3.9.

3.6 Граничные условия - тангенциальная составляющая

В общем случае на границах сфер относительная скорость жидкости связана

с тангенциальным напряжением [20]

στ |ξ“τ1
“ β1pvτ ´ wτ q|ξ“τ1

,

στ |ξ“´τ2
“ β2pvτ ´ wτq|ξ“´τ2

,
(3.6.1)

где β1 “ µl{λ1 и β2 “ µl{λ2 – коэффициенты скольжения.

Следует отметить, что в зависимости от β1,2 можно выделить три разных

случая:

1. при β1,2 “ 8 имеем vτ “ wτ — случай прилипания на границе,

2. при β1,2 “ 0 имеем στ “ 0 — случай свободной границы,

3. при β1,2 ‰ 0,8 имеет место общий случай проскальзывания.

Рассмотрим эти случаи отдельно.

3.6.1 Случай прилипания на границе

В случае прилипания на границе (β1,2 “ 8) равенство танценциальных со-

ставляющих скоростей vτ “ wτ на поверхности сфер записывается в виде
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pv1, τ q “ ´1

ρ

Bψ
Bξ

ch τ1 ´ cos ζ

c
“ u1

sh τ1 sin ζ

ch τ1 ´ cos ζ
“ pw1, τ q,

pv2, τ q “ ´1

ρ

Bψ
Bξ

ch τ2 ´ cos ζ

c
“ u2

sh τ2 sin ζ

ch τ2 ´ cos ζ
“ pw2, τ q.

(3.6.2)

Если упростить

Bψ
Bξ

ˇ̌
ˇ̌
ξ“τ1

“ ´u1c2
sh τ1p1 ´ µ2q
pch τ1 ´ µq3 ,

Bψ
Bξ

ˇ̌
ˇ̌
ξ“´τ2

“ ´u2c2
sh τ2p1 ´ µ2q
pch τ2 ´ µq3 .

(3.6.3)

Используя общий вид (3.3.1) функции тока ψ, можно получить равенства

Bψ
Bξ “ pch ξ ´ µq´3{2

8ÿ

n“0

U 1
npξqC´1{2

n pµq ´ 3

2

sh ξ

ch ξ ´ µ
ψ, (3.6.4)

где введено обозначение U 1
npξq “ BUnpξq{Bξ.

Подставляя равенство (3.6.4) в (3.6.3), получим систему уравнений

8ÿ

n“0

U 1
npτ1qC´1{2

n pµq “3

2
sh τ1pch τ1 ´ µq1{2 ψ|ξ“τ1

´

´ u1c
2
sh τ1p1 ´ µ2q
pch τ1 ´ µq3{2

,

8ÿ

n“0

U 1
np´τ2qC´1{2

n pµq “ ´ 3

2
sh τ2pch τ2 ´ µq1{2 ψ|ξ“´τ2

´

´ u2c
2
sh τ2p1 ´ µ2q
pch τ2 ´ µq3{2

.

(3.6.5)

Подставляя (3.5.2) в (3.6.5), получим

8ÿ

n“0

U 1
npτ1qC´1{2

n pµq “ f1pµq,

8ÿ

n“0

U 1
np´τ2qC´1{2

n pµq “ g1pµq,
(3.6.6)
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где введены обозначения

f1pµq “ ´u1c2
1

4

sh τ1p1 ´ µ2q
pch τ1 ´ µq3{2

` 9R1c
2
3

2

sh τ1

pch τ1 ´ µq1{2
`

`
˜

9R2c
2

sh2τ2
´

9R1c
2 ch τ1

sh2τ1

¸
3

2
sh τ1pch τ1 ´ µq1{2,

g1pµq “ ´u2c2
1

4

sh τ2p1 ´ µ2q
pch τ2 ´ µq3{2

` 9R2c
2
3

2

sh τ2

pch τ2 ´ µq1{2
`

`
˜

9R1c
2

sh2τ1
´

9R2c
2 ch τ2

sh2τ2

¸
3

2
sh τ2pch τ2 ´ µq1{2.

(3.6.7)

Далее необходимо разложить f1pµq, g1pµq по полиномам Гегенбауэра.

Приравнивая коэффициенты правых и левых частей уравнений (3.5.5) и

(3.6.6) при некотором полиноме Гегенбауэра C
´1{2
n , получим систему уравне-

ний 4-го порядка для pXn
1 qT “ tan,bn,cn,dnu

Mn
1X

n
1 “ Bn

1 , (3.6.8)

матрица Mn
1 равна

Mn
1 “

¨

˚̊
˚̊
˝

c´
τ1

s´
τ1

c`
τ1

s`
τ1

c´
τ2

´s´
τ2

c`
τ2

´s`
τ2

n´s
´
τ1

n´c
´
τ1

n`s
`
τ1

n`c
`
τ1

´n´s
´
τ2

n´c
´
τ2

´n`s
`
τ2

n`c
`
τ2

˛

‹‹‹‹
‚
, (3.6.9)

где введены обозначения n´ “ n´3{2, n` “ n`1{2, c˘
ξ “ chn˘ξ, s

˘
ξ “ shn˘ξ.

Столбец Bn
1 ввиду его громозкости не приводится. Разрешив систему линей-

ных уравнеий (3.6.8), были найдены выражения для tan,bn,cn,dnu, которые

будут далее использованы для определения главной асимптотики вязкой си-

лы, а также для численных расчетов.

3.6.2 Случай свободной границы

В случае свободной границы (β1,2 “ 0), тангенциальные напряжения на по-

верхностях пузырьков равны нулю

στ |ξ“τ1
“ 0,

στ |ξ“´τ2
“ 0.

(3.6.10)
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Для тангенциального напряжения справедлива формула [51]

στ{µl “ ch ξ ´ cosµ

c

ˆBvξ
Bζ ´ Bvζ

Bξ

˙
` 1

c
pvζ sh ξ ` vξ sin ζq , (3.6.11)

где µl – вязкость жидкости. Подставляя

vξ “ 1

ρ

Bψ
Bζ

ch ξ ´ cos ζ

c
,

vζ “ ´1

ρ

Bψ
Bξ

ch ξ ´ cos ζ

c
,

(3.6.12)

получим

στ{µl “ pch ξ ´ cos ζq3
c3 sin ζ

ˆB2ψ

Bζ2 `
ˆ
3

sin ζ

ch ξ ´ cos ζ
´ cos ζ

sin ζ

˙ Bψ
Bζ ´

´B2ψ

Bξ2 ´ 3
sh ξ

ch ξ ´ cos ζ

Bψ
Bξ

˙
.

(3.6.13)

Учитывая формулы (3.5.1) уравнения (3.6.10) приобретают вид

pch τ1 ´ cos ζq3
c3 sin ζ

ˆ
3

4

ˆ
2 ch τ1

ch τ1 ´ cos ζ
` sh2 τ1

pch τ1 ´ cos ζq2
˙
ψ|ξ“τ1

´

pch τ2 ´ cos ζq´3{2
8ÿ

n“0

U2
npτ1qC´1{2

n pcos ζq
¸

` sin ζ

c
p´u1 ch τ1 ´ 9R1q “ 0,

pch τ2 ´ cos ζq3
c3 sin ζ

ˆ
3

4

ˆ
2 ch τ2

ch τ2 ´ cos ζ
` sh2 τ2

pch τ2 ´ cos ζq2
˙
ψ|ξ“´τ2

´

pch τ2 ´ cos ζq´3{2
8ÿ

n“0

U2
np´τ2qC´1{2

n pcos ζq
¸

` sin ζ

c
pu2 ch τ2 ` 9R2q “ 0.

(3.6.14)

Подставляя (3.5.2) в (3.6.14) получим

8ÿ

n“0

U2
npτ1qC´1{2

n pµq “ f2pµq,

8ÿ

n“0

U2
np´τ2qC´1{2

n pµq “ g2pµq,
(3.6.15)
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где введены обозначения

f2pµq “ ´u1c2
ˆ
1

4

p1 ´ µ2q ch τ1
pch τ1 ´ µq3{2

´ 3

8

p1 ´ µ2q sh2 τ1
pch τ1 ´ µq5{2

˙
`

` 9R1c
2
3

4

ˆ
ch τ1

pch τ1 ´ µq1{2
´ 2 coth2 τ1pch τ1 ´ µq1{2 ` sh2 τ1

pch τ1 ´ µq3{2

˙
´

´ 9R1c
2

1 ´ µ2

pch τ1 ´ µq3{2
`

9R2c
2

sh2 τ2

3

4

ˆ
2 ch τ1pch τ1 ´ µq1{2 ` sh2 τ1

pch τ1 ´ µq1{2

˙
,

g2pµq “ u2c
2

ˆ
1

4

p1 ´ µ2q ch τ2
pch τ2 ´ µq3{2

´ 3

8

p1 ´ µ2q sh2 τ2
pch τ2 ´ µq5{2

˙
´

´ 9R2c
2
3

4

ˆ
ch τ2

pch τ2 ´ µq1{2
´ 2 coth2 τ2pch τ2 ´ µq1{2 ` sh2 τ2

pch τ2 ´ µq3{2

˙
`

` 9R2c
2

1 ´ µ2

pch τ2 ´ µq3{2
´

9R1c
2

sh2 τ1

3

4

ˆ
2 ch τ2pch τ2 ´ µq1{2 ` sh2 τ2

pch τ2 ´ µq1{2

˙
.

(3.6.16)

Далее необходимо разложить f2pµq, g2pµq по полиномам Гегенбауэра.

Приравнивая коэффициенты правых и левых частей уравнений (3.5.5) и

(3.6.15) при некотором полиноме Гегенбауэра C
´1{2
n получим систему уравне-

ний 4-го порядка для pXn
2 qT “ tan,bn,cn,dnu

Mn
2X

n
2 “ Bn

2 , (3.6.17)

где матрица Mn
2 равна

Mn
2 “

¨

˚̊
˚̊
˝

c´
τ1

s´
τ1

c`
τ1

s`
τ1

c´
τ2

´s´
τ2

c`
τ2

´s`
τ2

n2´c
´
τ1

n2´s
´
τ1

n2`c
`
τ1

n2`s
`
τ1

n2´c
´
τ2

´n2´s´
τ2

n2`c
`
τ2

´n2`s`
τ2

˛

‹‹‹‹
‚
. (3.6.18)

Столбец Bn
2 , как и Bn

1 не приводится ввиду его громозкости. Аналогично

случаю прилипания на грнице, были найдены выражения для tan,bn,cn,dnu
из системы линейных уравнеий (3.6.17), которые будут далее использованы

для определения главной асимптотики вязкой силы, а также для численных

расчетов.
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3.6.3 Общий случай

В общем случае наличия скольжения на поверхностях пузырьков, уравнения

(3.6.1) приобритают вид
˜

g1pµq ´
8ÿ

n“0

U2
npτ1qC´1{2

n pµq
¸

pch τ1 ´ µq “

“ β1c

µl

˜

f1pµq ´
8ÿ

n“0

U 1
npτ1qC´1{2

n pµq
¸

,

˜

g2pµq ´
8ÿ

n“0

U2
np´τ2qC´1{2

n pµq
¸

pch τ2 ´ µq “

“ β2c

µl

˜

f2pµq ´
8ÿ

n“0

U 1
np´τ2qC´1{2

n pµq
¸

,

(3.6.19)

где β1 – коэффициент скольжения на первой сфере, β2 – на второй.

Учитывая рекуррентное соотношение (2.4.3) можно получить

8ÿ

n“0

U2
n`1pτ1q

n ´ 1

2n` 1
C´1{2
n pµq ` β1c

µl

8ÿ

n“0

U 1
npτ1qC´1{2

n pµq`

`
8ÿ

n“0

ˆ
U2
n´1pτ1q

n

2n´ 3
´ U2

npτ1q ch τ1
˙
C´1{2
n pµq “

“ β1c

µl
f1pµq ´ g1pµqpch τ1 ´ µq,

8ÿ

n“0

U2
n`1p´τ2q

n ´ 1

2n` 1
C´1{2
n pµq ` β2c

µl

8ÿ

n“0

U 1
np´τ2qC´1{2

n pµq`

`
8ÿ

n“0

ˆ
U2
n´1p´τ2q

n

2n´ 3
´ U2

np´τ2q ch τ2
˙
C´1{2
n pµq “

“ β2c

µl
f2pµq ´ g2pµqpch τ2 ´ µq.

(3.6.20)

Раскладывая правые части (3.6.20) по полиномам Гегенбауэра и вместе с

(3.5.5) получим рекуррентную систему 4-го порядка для an,bn,cn,dn. Данную

систему разрешить в общем виде не удается, ни в случае сфер посоянных

радиусов [36, 42, 43, 76], ни тем более в случае сфер переменных радиусов.

Как отмечается в ранних работах [42, 43, 76], следует выбрать достаточно

большое число N , такое, что коэффициентами aN`1,bN`1,cN`1,dN`1 можно

пренебречь. Тогда полученную рекурсию можно разрешить численно.
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3.7 Асимптотический вид вязких сил

В работе [40] при рассмотрении двжения твердой сферы перпендикулярно

плоскости вблизи контакта вязкая сила в виде бексонечной суммы вида (3.4.7)

разбивалась уже упомянутом образом (2.10.6)

8ÿ

n“1

fpn,ǫq “
Nÿ

n“1

fpn,ǫq `
8ÿ

n“N`1

fpn,ǫq, (3.7.1)

причем N выбирается как N “ Cǫ´p1´qq, где C ą 0 и 0 ă q ă 1 постоян-

ные не зависящие от ǫ. Рассмотренный в работе [40] случай соответствует

предельному случаю, когда одна из сфер имеет бесконечный радиус. В этом

предельном слуае в [40] удалость найти асимптотическое разложение вязкой

силы вблизи контакта с точнотью до константы. В нашем же случае произ-

вольных переменных радиусов применить такой подход и найти вязкую силу

с точностью до констаны не удается.

Другой подход для нахождения асимптотики с точностью до константы

бесконечных сумм был предложен Петровым А.Г. в работе [26]. Он заключа-

теся в том чтобы в формуле (3.7.1) взять N “ 1{ǫ. Тогда для второй суммы

в (3.7.1) получается, что

8ÿ

n“1{ǫ

fpn,ǫq “ Op1q. (3.7.2)

Таким образом, с точностью до константы асимптотическое разложение вяз-

кой силы можно найти по формуле

8ÿ

n“1

fpn,ǫq “
1{ǫÿ

n“1

fpn,ǫq `Op1q. (3.7.3)

3.7.1 Случай прилипания

Для случая прилипания на границе пузырьков слудет подставит в (3.4.10) ко-

эффициенты tan,bn,cn,dnu найденные по формуле (3.6.8) и огрничивать сум-

мирование в соответствии с формулой (3.7.3). После некоторых преобразова-

ний были найдены разложения вязких сил вблизи контакта с точностью до

константы
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Fµl1 « ´Fµl2 “ ´6πµl sR2
9h

h
´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
1

5
` R1R2

pR1 `R2q2
˙

9h´

´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
R2pR2 ` 2R1q

pR1 `R2q2
9R1 ` R1pR1 ` 2R2q

pR1 ` R2q2
9R2

˙
` O p1q ,

(3.7.4)

где 9h “ ´p 9R1 ` 9R2 ` u1 ` u2q, sR “ R1R2{pR1 `R2q.
Для вязких сил действующих на пузырьки со стороны жидкости нельзя

пользоваться "третьим законом Ньютона" и равенство Fµl1 ` Fµl2 “ 0, вооб-

ще говоря, не выполняется. Однако приближенно, с точностью до Op1q, как

видно из асимптотик имеем Fµl1 ` Fµl2 « 0.

Для постоянных радиусов ( 9R1 “ 9R2 “ 0) разложения вязких сил совпада-

ют с ранее полученными результатами работ [38, 58]

Fµl1 « ´Fµl2 “ 6πµl
R2

1R
2
2

pR1 ` R2q2
u1 ` u2

h
`

` 6πµl
R1R2

R1 `R2

ˆ
1

5
` R1R2

pR1 ` R2q2
˙

pu1 ` u2q ln
R1

h
` O p1q .

(3.7.5)

Для пузырьков переменных радиусов в формуле (3.7.4) главная асимп-

тотика пропорциональна 1{h, ранее это было получено в работах [26, 27] с

помощью теории смзочного слоя. В работе [68], также с помошью теории сма-

зочного слоя, при рассмотрении роста пузырька около стенки была частично

получена и логарифмическая особенность асимптотики

Fµl
“ ´6πµlR1

9h

ˆ
1

h{R1

`Oplnh{R1q
˙

` 6πµlR1
9R1 plnh{R1 `Op1qq . (3.7.6)

При устремлении же R2 Ñ 8 в формуле (3.7.4) получим боле точное разло-

жение, включающее логарифмическую особенность при 9h

Fµl
“ ´6πµlR1

9h

ˆ
1

h{R1

´ 1

5
lnh{R1 ` Op1q

˙
` 6πµlR1

9R1 plnh{R1 ` Op1qq .
(3.7.7)

При больших расстояниях между сферами ассимптотики вязких сил при-
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нимают вид

Fµl1

6πµlR1

« u1

ˆ
1 ` 9

4

R1R2

r2

˙
` 3

2
u2
R2

r
` 3

2
9R1

R2
1R2

r3
` 9R2

R2
2

r2
,

Fµl2

´6πµlR2

« u2

ˆ
1 ` 9

4

R1R2

r2

˙
` 3

2
u1
R1

r
` 3

2
9R2

R2
2R1

r3
` 9R1

R2
1

r2
,

(3.7.8)

что согласуется при 9R1 “ 9R2 “ 0 c [52].

3.7.2 Случай свободной границы

Для случая свободной граници, аналогично предыдушему случаю, слудет

подставить в (3.4.10) коэффициенты tan,bn,cn,dnu найденные по формуле

(3.6.17) и огрничивать суммирование в соответствии с формулой (3.7.3). По-

сле некоторых преобразований были найдены разложения вязких сил вблизи

контакта с точностью до константы

Fµl1 « ´Fµl2 “ 2πµl
R1R2

R1 ` R2

´
9R1 ` 9R2 ` u1 ` u2

¯
ln
R1

h
` O p1q . (3.7.9)

Как и в предыдущем случае, с точностью до Op1q поучаем, что Fµl1`Fµl2 « 0.

Для постоянных радиусов ( 9R1 “ 9R2 “ 0) разложения вязких сил совпада-

ют с ранее полученными результатами работы [14]

Fµl1 « ´Fµl2 “ 2πµl
R1R2

R1 `R2

pu1 ` u2q ln
R1

h
` O p1q . (3.7.10)

При больших расстояниях между сферами ассимптотики вязких сил при-

нимают вид

Fµl1{p4πµlq « R1u1

ˆ
1 ` R1R2

r2

˙
`R1u2

R2

r
` R2

9R1

R3
1

r3
`R1

9R2

R2
2

r2
,

Fµl2{p4πµlq « ´R2u2

ˆ
1 ` R1R2

r2

˙
´R2u1

R1

r
´R1

9R2

R3
2

r3
´R2

9R1

R2
1

r2
.

(3.7.11)

3.7.3 Общий случай

В случае граничного условия проскальзования не удается найти асимптоти-

ческие разложения вязких сил аналогично двум предыдущем случаям, ввиду

того, что рекуррентную систему уравнений (3.6.20, 3.5.5) в явном виде не уда-

ется разрешить. Поэтому воспользуемся методом тонкого слоя [26, 27, 67, 68].
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В приближении тонкого слоя уравнения Стокса в безразмерном виде и

уравнение нерперывности в цилиндрических координатах приобретают вид

Bp
Bz “ 0,

Bp
Bρ “ B2vρ

Bz2 ,
1

ρ

Bρvρ
Bρ ` Bvz

Bz “ 0,

(3.7.12)

граничные условия проскальзования на поверхности первого пузырька

´λ1
Bvρ
Bz “ vρ ´ 9R1

Bz1
Bρ , (3.7.13)

на поверхности второго пузырька

λ2
Bvρ
Bz “ vρ ` 9R2

Bz2
Bρ , (3.7.14)

граничное условие на нормальную составляющую (условие непротекания че-

рез границу) для первого пузырька

vz ´ Bz1
Bt “ vρ

Bz1
Bρ , (3.7.15)

для второго пузырька

vz ´ Bz2
Bt “ vρ

Bz2
Bρ . (3.7.16)

Решение системы уравнений имеет вид

vρ “ z2

2

Bp
Bρ ` C1pρqz ` C0pρq, (3.7.17)

vz “ ´z
3

6

1

ρ

B
Bρ

ˆ
ρ

Bp
Bρ

˙
´ z2

2

1

ρ

B
Bρ pρC1pρqq ´ z

1

ρ

B
Bρ pρC0pρqq ` C˚pρq. (3.7.18)

Функции C1pρq и C0pρq находятся из граничных условий проскальзывания

(3.7.13),(3.7.14). Из разницы уравнений (3.7.15) и (3.7.16) исключается C˚pρq
и получается уравнение на B2p

Bρ2 .

Рассмотрим по отдельности вклад в вязкую силу от 9h и 9Ri. Положим

сперва 9h ‰ 0 и 9Ri “ 0. После интегрирования уравнения на B2p
Bρ2 имеем

Bp
BH “ 6

R1R2

R1 `R2

H ` λ1 ` λ2

H2pH2 ` 4pλ1 ` λ2qH ` 12λ1λ2q
9h, (3.7.19)
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где

Hpρq “ z1pρq ´ z2pρq « h ` ρ2

2

ˆ
1

R1

` 1

R2

˙
. (3.7.20)

Для нахождения давления p целесообразно перейти от переменной H к

X “ 1{H. Тогда получим

p “ p8 ´ 6

4

R1R2

R1 `R2

9hI,

I “
ż

1{H

0

X2pX1 ` X2q ` 4XX1X2

pX `X1qpX ` X2q
dX,

(3.7.21)

где

X1 “ λ1 ` λ2 `
a
λ2
1

´ λ1λ2 ` λ2
2

6λ1λ2
,

X2 “ λ1 ` λ2 ´
a
λ2
1

´ λ1λ2 ` λ2
2

6λ1λ2
.

(3.7.22)

После интегрирования (3.7.21), получим

I “ pX1 `X2qX `X2

1

3X2 ´X1

X1 ´ X2

ln

ˆ
1 ` X

X1

˙
` X2

2

3X1 ´ X2

X2 ´X1

ln

ˆ
1 ` X

X2

˙
.

(3.7.23)

Вязкая сила, действующая на первую сферу со стороны жидкости, дается

интегралом

Fµl
“

ż R

0

pp´ p8q2πρdρ “
ż HpRq

h

pp´ p8q2π R1R2

R1 `R2

dH, (3.7.24)

где HpRq „ R1R2{pR1 ` R2q " h.

Применив еще раз переход от H к X “ 1{H, получим

Fµl1 « ´Fµl2 “ ´ 3πµl 9h

ˆ
R1R2

R1 ` R2

˙2

I2 ` Op1q,

I2 “ϕpx,X1,X2q ` ϕpx,X2,X1q,

ϕpx,X1,X2q “ ´X1 `X1

X1 ´ 3X2

X1 ´X2

ˆ
1 ` X1

x

˙
ln

ˆ
1 ` x

X1

˙
,

(3.7.25)

где x “ 1{h.

Вязкая сила для двух сфер постоянных радиусов, найденная по формуле

(3.7.25) полностью совпадает с соответствующей формулой из работы [15].

При устремлении λ1 Ñ 0, λ2 Ñ 0 получаем согласование с (3.7.4).

84



Рассмотрим случай 9h “ 0, 9R1 ‰ 0 и 9R2 “ 0. Аналогично вышеизложенно-

му, получим, что вклад в вязкую силу от 9R1 равен

Fµl1 « ´Fµl2 “ ´ 2πµl
R1R2

R1 ` R2

9R1

ˆ
3R2p2R1 `R2q

pR1 ` R2q2
ln

ˆ
R1R2

hpR1 ` R2q

˙
`

` Φpx,X1,X2q ` Φpx,X2,X1q
˙

` Op1q,
(3.7.26)

где

Φpx,X1,X2q “ R2

2pR1 ` R2q
λ1 ´ λ2

pX1 ´X2qλ1λ2

ˆ
1 ` X1

x

˙
ln

ˆ
1 ` x

X1

˙
`

`3R2p2R1 ` R2 ´ R2X1{xqp3X2 ´ X1q
4pR1 ` R2q2pX1 ´X2q

ˆˆ
1 ` X1

x

˙
ln

ˆ
1 ` x

X1

˙
´ 1

˙
.

(3.7.27)

Случай 9h “ 0, 9R1 “ 0 и 9R2 ‰ 0 получается из предыдущего перестановкой

индексов 1 на 2.

При устремлении λ2 Ñ 0 и R2 Ñ 8 в (3.7.26) получаем полное совпадение

с [68].

В случай прилипания при 9h “ 0 в пределе λ1 Ñ 0, λ2 Ñ 0 получаем

Fµl1 “ ´6πµl
R1R2

R1 ` R2

ln

ˆ
R1

h

˙
R2p2R1 ` R2q 9R1 `R1p2R2 ` R1q 9R2

pR1 `R2q2
` Op1q,

(3.7.28)

что согласуется с (3.7.4).

3.8 Выводы

В приближении Стокса было рассмотрено движение двух сфер переменных

радиусов в вязкой жидкости. Для случая прилипания и для случая нулевого

тангенциального напряжения на границе сфер были найдены в явном виде

функции тока в разложении по полиномам Гегенбауэра. С помощью этих

функций тока были найдены вязкие силы, действующие на сферы для любых

расстояний между ними. Вблизи контакта были найдены их расходящиеся

асимптотики.

В общем случае проскальзывания на границе сфер для коэффициентов

функции тока в разложении по полиномам Гегенбауэра получено рекуррент-

85



ное соотношение, которое следует решать численно. Вблизи контакта с по-

мощью теории тонкого слоя была найдена асимптотика вязкой силы. При

предельных переходах к случаям прилипания выражения согласуются с ра-

нее полученными результатами, как данной работы, так и других авторов.

3.9 Приложение: Разложение по полиномам Гегенбауэ-

ра

Для разложения f0pµq, g0pµq, f1pµq, g1pµq, f2pµq, g2pµq по полиномам Геген-

бауэра в формулах (3.5.6),(3.6.7),(3.6.16) необходимо использовать следую-

щие тождества.

Из ранее приведенных формул (2.14.2), (2.14.3) при τ ą 0 и ´1 ď µ ď 1

pch τ ´ µq1{2 “
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2

2
e´pn´1{2qτ , (3.9.1)

1

pch τ ´ µq1{2
“ 2

sh τ

d pch τ ´ µq1{2

dτ
“

“
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq´pn´ 1{2q

?
2

sh τ
e´pn´1{2qτ ,

(3.9.2)

следует, что

sh2 τ

pch τ ´ µq3{2
“ 4

˜

´d
2 pch τ ´ µq1{2

dτ 2
` 1

2

ch τ

pch τ ´ µq1{2

¸

“

“ ´
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµqe´pn´1{2qτ 4?

2

`
pn´ 1{2q2 ` pn´ 1{2q coth τ

˘
,

(3.9.3)

а также, что

pch τ ´ µq3{2 “
ż
3

2
pch τ ´ µq1{2

sh τdτ “

“
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq3

?
2

8

ˆ
e´pn`1{2qτ

n` 1{2 ´ e´pn´3{2qτ

n ´ 3{2

˙
.

(3.9.4)

Учитывая ранее полученную формулу (2.14.11)

1 ´ µ2

pch τ ´ µq3{2
“

8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq2

?
2npn´ 1qe´pn´1{2qτ , (3.9.5)
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легко получить

3

2

1 ´ µ2

pch τ ´ µq5{2
“ ´ 1

sh τ

d

dτ

1 ´ µ2

pch τ ´ µq3{2
“

“
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq2

?
2npn´ 1qpn´ 1{2q

sh τ
e´pn´1{2qτ ,

(3.9.6)

1 ´ µ2

pch τ ´ µq1{2
“ ´

ż
1

2

1 ´ µ2

pch τ ´ µq3{2
sh τdτ “

“
8ÿ

n“0

C´1{2
n pµq

?
2

2
npn´ 1q

ˆ
e´pn´3{2qτ

n ´ 3{2 ´ e´pn`1{2qτ

n` 1{2

˙
.

(3.9.7)
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Глава 4

Условия слияния

Из асимптотических уравнений (3.7.4),(3.7.9), (3.7.25), (3.7.26) замечаем, что

главные асимптотики равны и противоположны по знаку. Поэтому прибли-

женно выполняется закон сохранения импульса системы двух пузырьков.

Благодаря этому уравнения Лагранжа для двух степеней свободы (1.3.5),

(1.3.6) можно свести к уравнению Рауса для одной степени свободы.

4.1 Преобразование Рауса

Удобно ввести новые переменные

r “ z1 ´ z2, zsum “ z1 ` z2. (4.1.1)

Старые переменные выражаются через новые следующим образом

z1 “ zsum ` r

2
, z2 “ zsum ´ r

2
, u1 “ ´ 9zsum ` 9r

2
, u2 “ 9zsum ´ 9r

2
. (4.1.2)

Тогда уравнения Лагранжа (1.3.5),(1.3.6) с учетом Fµl1 ` Fµl2 « 0 имеют

вид
d

dt

BT
B 9r

“ BT
Br ` Fµl

, (4.1.3)

d

dt

BT
B 9zsum

“ 0, (4.1.4)

где T “ T pr, 9r, 9zsum,tq, Fµl
“ Fµl1. Таким образом, по своему виду перемен-

ная zsum является циклической координатой, которая исключается методом

Рауса.

Проинтегрировав уравенение (4.1.4) по времени, получим полный импульс

системы
BT

B 9zsum
“ I “ const. (4.1.5)
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В новых переменных выражение для кинетической энергии имеет вид

T

2πρ
“A1

ˆ
9zsum ` 9r

2

˙2

´ 2B
9zsum ` 9r

2

9zsum ´ 9r

2
`A2

ˆ
9zsum ´ 9r

2

˙2

´

´
´
C11

9R1 ` C12
9R2

¯
9zsum ` 9r

2
`

´
C21

9R1 ` C22
9R2

¯
9zsum ´ 9r

2
`

` D1
9R2

1 ` 2E 9R1
9R2 ` D2

9R2

2.

(4.1.6)

Перейдем к координатам Рауса px,y, 9x, 9yq Ñ px,y, 9x,Iq, где

I “ BT
B 9zsum

“πρl
`

´ 2B 9zsum ` A1 p 9zsum ` 9rq ` A2 p 9zsum ´ 9rq ´

´ pC11
9R1 ` C12

9R2q ` pC21
9R1 ` C22

9R2q
˘
.

(4.1.7)

Выразим 9zsum через I

9zsum “ I{πρl ` pA2 ´A1q 9r ` pC11
9R1 ` C12

9R2q ´ pC21
9R1 ` C22

9R2q
A1 `A2 ´ 2B

. (4.1.8)

Найдем функцию Рауса TR в случае установившегося периодического движе-

ния в предположении, что суммарный импульс системы I будет равен нулю

TR “ T ´ I 9zsum

2πρl

ˇ̌
ˇ̌

9zsum“ 9zsumpI,r, 9rq

“ 9r2
A1A2 ´ B2

A1 ` A2 ´ 2B
´

´ 9r
pA2 ´ BqpC11

9R1 ` C12
9R2q ` pA1 ´ BqpC21

9R1 ` C22
9R2q

A1 ` A2 ´ 2B
`

` D1
9R2

1 ` 2E 9R1
9R2 `D2

9R2

2 ´ pC11
9R1 ` C12

9R2 ´ C21
9R1 ´ C22

9R2q2
4pA1 `A2 ´ 2Bq .

(4.1.9)

тогда уравнение Рауса принимает вид

d

dt

BTR
B 9r

“ BTR
Br ` Fµl

2πρl
. (4.1.10)

Функция Рауса TR для твердых шаров движущихся в идеальной жидкости

была получена Хиксом [54] и она равна первому слагаемому (4.1.9).

Учитывая, чтоRi “ Ri0p1`εptqq введем параметр k “ R2{R1 “ R20{R10 ě 1

(для определенности считаем R20 ě R10) и перейдем от r к δ

r “ R1 ` R2 ` h “ R1 `R2 `R1δ “ R10p1 ` εqp1 ` k ` δq (4.1.11)

9r “ R10p 9εp1 ` k ` δq ` p1 ` εq 9δq. (4.1.12)
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В силу свойства ковариантности уравнений Лагранжа [16,22] уравнение Рауса

(4.1.10) приобретает вид

d

dt

BTR
B 9δ

“ BTR
Bδ ` Fµl

2πρl

Br
Bδ , (4.1.13)

где

TR “ R5
10p1 ` εq3

2
pµ11p1 ` εq2 9δ2 ` 2µ12p1 ` εq 9ε 9δ ` µ22 9ε2q (4.1.14)

и обезразмеренные функции µ11pk,δq, µ12pk,δq, µ22pk,δq находятся по форму-

лам

µ11pk,δq “ 2

R3
1

A1A2 ´ B2

A1 ` A2 ´ 2B
, (4.1.15)

µ12pk,δq “ ´ 1

R3
1

pA2 ´ BqpC11 ` C12kq ` pA1 ´BqpC21 ` C22kq
A1 `A2 ´ 2B

`

` 2

R3
1

A1A2 ´ B2

A1 ` A2 ´ 2B
p1 ` k ` δq

(4.1.16)

µ22pk,δq “ 2

R3
1

ˆ
D1 ` 2Ek ` D2k

2 ´ pC11 ` C12k ´ C21 ´ C22kq2
4pA1 ` A2 ´ 2Bq

˙
´

´ 2

R3
1

pA2 ´ BqpC11 ` C12kq ` pA1 ´BqpC21 ` C22kq
A1 `A2 ´ 2B

p1 ` k ` δq`

` 2

R3
1

A1A2 ´ B2

A1 `A2 ´ 2B
p1 ` k ` δq2.

(4.1.17)

Далее будем обозначать точкой производную по безразмерному времени

t1 “ ωt. Подставляя (4.1.14) в уравнение (4.1.13) получим

d

dt1

´
µ11p1 ` εq5 9δ ` µ12p1 ` εq4 9ε

¯
“

“ 1

2

´
d11p1 ` εq5 9δ2 ` 2d12p1 ` εq4 9δ 9ε` d22p1 ` εq3 9ε2

¯
` Fµl

p1 ` εq
2πρω2R4

10

,
(4.1.18)

где dij “ Bµij{Bδ.

4.2 Случай прилипания

4.2.1 Решение методом осреднения

Упростим формулу (4.1.18) в предположении ε ! 1. При этом следует сохра-

нить в правой части второй порядок малости по 9ε и 9δ
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d

dt1

´
µ11 9δ ` µ12 9ε

¯
“ fB ` fµl

, (4.2.1)

где

fB “ 1

2
pd22 9ε2 ` 2d12 9ε 9δ ` d11 9δ2q, (4.2.2)

fµl
“ Fµl

p1 ` εq
2πρω2R4

01

. (4.2.3)

В случае отсутствия слияния пузырьков, устанавливается периодическая

пульсация пузырьком с фиксированным средним зазором δ0 между поверхно-

стями сфер. Для аналитического описания такого режима применяется метод

осреднения, который был использован в работе [26] для двух пузырьков рав-

ного радиуса. В отличие от [26] коэффициенты µij, dij, fµl
будут зависить

не только от относительного расстояния δ, но также от отношения радиусов

сфер k “ R2{R1.

Для вязкой силы будем использовать асимптотический вид (3.7.4)

Fµl
“ ´ 6πµl sR2

9h

h
´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
1

5
` R1R2

pR1 `R2q2
˙

9h´

´ 6πµl sR ln

ˆ sR
h

˙ ˆ
R2pR2 ` 2R1q

pR1 ` R2q2
9R1 ` R1pR1 ` 2R2q

pR1 ` R2q2
9R2

˙ (4.2.4)

Учитывая, (1.3.4) а также, что R2 “ kR1 получим,

fµl

M
“ ´ 3

p1 ` εq3k2
p1 ` kq2

9δ

δ
` 3 9δ

p1 ` εq3kp1 ` 7k ` k2q
5p1 ` kq3 ln δ

ˆ
1 ` 1

k

˙

` 9 9ε
p1 ` εq2k2
p1 ` kq2 ln δ

ˆ
1 ` 1

k

˙
,

(4.2.5)

где M “ µl{ρωR2
10, а производная берется по безразмерному параметру вре-

мени t1 “ ωt. Будем искать стационарное решение в виде δpt1q “ δ0 ` xpt1q,
при этом 9δpt1q “ 9xpt1q. Перенесем линейные члены по x и ε в левую часть ра-

венства, а квадратичные в правую, причем полные дифференциалы по квад-

ратичным членам опускаются. Уравнение (4.2.1) приобретает вид

d

dt1
pµ11 9x ` η11x ` µ12 9ε` η12εq “ fB ` f p2q

µl
, (4.2.6)
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где введены обозначения

η11

M
“ 3k2

p1 ` k2qδ0
´ 3kp1 ` 7k ` k2q

5p1 ` kq3 ln δ0p1 ` 1{kq,

η12

M
“ ´ 9k2

p1 ` kq2 ln δ0p1 ` 1{kq,

f
p2q
µl

M
“ px 9ε´ 9xεq 9k2

p1 ` kq2δ0
` 9xε

9kp1 ` 7k ` k2q
5p1 ` kq3 ln δ0p1 ` 1{kq.

(4.2.7)

Решение в линейном приближении имеет вид

x “ ´ε0
ˆ
η11η12 ` µ11µ12

η2
11

` µ2
11

cospt1q ` η12µ12 ´ η11µ11

η2
11

` µ2
11

sinpt1q
˙
. (4.2.8)

Осредняя правую часть уравнения (4.2.6) по периоду, получим суммарную

среднюю силу

f̄pM,k,δ0q “ f̄B ` f̄ p2q
µl
. (4.2.9)

Для ее определения понадобятся следующие выражения

9x2 “ ε20
2

η212 ` µ212
η2
11

` µ2
11

, (4.2.10)

x 9ε “ ´ 9xε “ ε20
2

η12µ12 ´ η11µ11

η2
11

` µ2
11

, (4.2.11)

9ε2 “ ε20
2
. (4.2.12)

9x 9ε “ ´ε
2
0

2

η11η12 ` µ11µ12

η2
11

` µ2
11

(4.2.13)

В недавних экспериментальных работах [60–62] изучалось парное слия-

ние газовых пузырьков, движущихся в воде. Пузырьки имели радиусы R „
10 ´ 30 мкм, частота акустического воздействия и амплитуда осцилляции

давления соответственно равны ω “ 2π ¨ 22,4 кГц, ∆p „ 10 ´ 20 кПа. В этом

случае параметр M “ µl{pρlωR2
10q „ 0,007´0,07, а относительная амплитуда

осцилляции радиусов ε0 “ ∆p{p3γp8q „ 0,02 ´ 0,05.

На рисунках 4.1-4.8 изображены зависимости осредненной силы f{ε20 от

зазора между пузырьками δ0 для отношений радиусов R2{R1 “ 1´ 5 и пара-

метра M “ 0 ´ 0,07.
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Из рисунков 4.1-4.4 видно, что средняя сила отрицательна для отношений

радиусов пузырьков 1´2,8 при всех значениях M . В этом случае происходит

слияние пузырьков.

Как видно из рисунков 4.5-4.8 для отношения радиусов 2,9 сила притя-

жения может изменить знак. В этом случае, начиная с некоторого значения

M ą 0,01, пузырьки пульсируют на некотором конечном зазоре δ0, завися-

щем от параметра M . Для отношений радиусов больше 3 осредненная сила

меняет свой знак. Это соответствует тому, что пузырьки будут пульсировать

около некоторого среднего расстояния δ0, зависящем от параметра M . Это

расстояние увеличивается с ростом M .

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
-0,4

-0,3

-0,2

-0,1

M=0,07

M=0

f/

 M=0
 M=0,005
 M=0,01
 M=0,02
 M=0,04
 M=0,07

|

Рис. 4.1: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от расстояния между пузырьками δ0 для

R2{R1 “ 1 при разных параметрах M
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0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

-0,5

-0,4

-0,3

M=0,07

M=0

f/

 M=0
 M=0,005
 M=0,01
 M=0,02
 M=0,04
 M=0,07

|

Рис. 4.2: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 2 при разных параметрах M

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
-0,6

-0,5

-0,4

-0,3

-0,2

-0,1

M=0,07

M=0

f/

 M=0
 M=0,005
 M=0,01
 M=0,02
 M=0,04
 M=0,07

|

Рис. 4.3: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “2,5 при разных параметрах M
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Рис. 4.4: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “2,8 при разных параметрах M

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
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0,0

0,1

M=0,07

M=0
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 M=0,04
 M=0,07|

Рис. 4.5: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “2,9 при разных параметрах M
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Рис. 4.6: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 3 при разных параметрах M
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Рис. 4.7: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 4 при разных параметрах M
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Рис. 4.8: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырьками

δ0 для R2{R1 “ 5 при разных параметрах M

4.2.2 Численное решение уравнений Лагранжа

Для проверки результатов, полученных методом осреднения, необходимо чис-

ленно решить два уравнения Лагранжа для координат центров сфер z1, z2

2πρl
d

dt

´
2 pA1 9z1 ´ B 9z2q ´ C11

9R1 ´ C12
9R2

¯
“ FB ` Fµl1, (4.2.14)

2πρl
d

dt

´
2 pA2 9z2 ´ B 9z1q ` C22

9R2 ` C21
9R1

¯
“ ´FB ` Fµl2, (4.2.15)

где FB “ BT {Br. Вязкие силы Fµl1 и Fµl2 были найдены с помощью аппрок-

симаций их точных выражений ( см. главу 3) полиномами P phq третей сте-

пени. Данная система уравнений второго порядка решалась численно для

разных значений безразмерного параметра вязкости M “ µl{ρωR2
10. На Рис.

4.9 представлена зависимость относительного расстояния между пузырька-

ми δ “ h{R1 от безразмерного времени ωt, найденная численным решени-

ем уравнений Лагранжа (4.2.14), (4.2.15) для двух одинаковых пузырьков

(R2{R1 “ 1) при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05. Для определенности движение пу-
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зырьков рассматривалось при начальном условии δ “ 0,3 и нулевыми ско-

ростями центров пузырьков. Численное решение уравнений Лагранжа пре-

кращалось при δ ă 10´3, считая такое сближение достаточным для слияния

пузырьков [72].

На Рис. 4.10 и 4.11 представлены зависимости δpωtq для различных па-

раметров M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ t0,01 ´ 0,05u. Наличие

слияния согласуется с результатами метода осреднения.

Из численных решений для времени сближения t˚ с δ “ 0,3 до δ “ 10´3

была получена эмпирическая зависимость ωt˚9M{ε20. При отсутствии же вяз-

кости время сближения значительно меньше и пропорционально ωt˚91{ε0.
При отношениях радиусов пузырьков R2{R1 “ 2 поведение системы ана-

логично случаю R2{R1 “ 1 (см. Рис. 4.12 - 4.14). В литературе [37, 60–

62] эксперименты по взаимодействию двух газовых пузырьков в акустиче-

ском поле давления рассматриваются с отношением радиусов в интервале

1 ă R2{R1 ă 2,4. Представленные экспериментальные результаты соответству-

ют слиянию пузырьков, что согласуются с результатами данной диссертации.

При отношений радиусов пузырьков R2{R1 ě 3 поведение системы прин-

ципиально меняется (см. Рис. 4.15 – 4.22). Возникает область параметров

M, ε0 для которых пузырьки сближаются на конечном среднем расстоянии

около которого происходит периодическое движение (см. Рис. 4.15 – 4.17).

Данное среднее расстояние монотонно растет с ростом M (см. Рис. 4.16) и

согласуется с расстоянием нулевого значения средней силы метода осредне-

ния (см. Рис. 4.6). Однако, если выбрать достаточно малый параметр M и

большую относительную амплитуду пульсаций пузырьков ε0, то относитель-

ное расстояние δpωtq при минимальном значении может быть ниже 10´3 (см.

Рис. 4.18), что в соответствии с критерием будет означать слияние пузырьков.

Из численных экспериментов для ε0 P r0,001; 0,05s и R2{R1 “ 3 было получе-

но, что пузырьки не достигают критического расстояния (т.е. не сливаются)

при выполнения соотношения

ε0

M
ă 16{ lgp1{ε0q ´ 4. (4.2.16)

Величина ε0{M “ ρlR10pωR10ε0qµl является аналогом числа Рейнольдса

Re. Для него в экспериментальной работе [4] получено условие отсутствия

слияния в виде Re “ ρlRv{µl ă 12, что качественно согласуется с (4.2.16).
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Рис. 4.9: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 1 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05.
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Рис. 4.10: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 1 при M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02.
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Рис. 4.11: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 1 при M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u.

0 100 200
0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

t

 M

Рис. 4.12: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 2 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05.
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Рис. 4.13: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 2 при M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02.
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Рис. 4.14: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 2 при M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u.
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Рис. 4.15: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05.
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Рис. 4.16: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02.
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Рис. 4.17: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u.
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Рис. 4.18: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при M “ 0,005 и ε0 “ 0,04.
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Рис. 4.19: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 10 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,02.
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Рис. 4.20: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 10 при M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02.
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Рис. 4.21: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 10 при M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u.
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Рис. 4.22: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от без-

размерного времени ωt для R2{R1 “ 10 при M “ 0,02 и ε0 “ 0,05.
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4.3 Случай свободной границы

4.3.1 Решение методом осреднения

Аналогично можно построить выражения для средней силы f̄pM,k,δ0q для

граничных условий, соответствующих нулевому тангенциальному напряже-

нию. Средняя сила оказывается отрицательной для всех рассмотренных зна-

чений параметров для различных отношений радиусов (см. Рис. 4.23 ). Это

означает, что пузырьки при отсутствии поверхностно-активных веществ (ди-

стиллированная вода) всегда сливаются в акустическом переменном поле дав-

ления.
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Рис. 4.23: Зависимость осредненной силы f{ε2
0

от среднего расстояния между пузырька-

ми δ0 при разных параметрах M для отношений радиусов а) R2{R1 “ 1, б) R2{R1 “ 2,

в) R2{R1 “ 3, г) R2{R1 “ 10, (случай свободной границы).
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4.3.2 Численное решение уравнений Лагранжа

Численные решения уравнений Лагранжа (4.2.14), (4.2.15) с вязкой силой,

найденной из условия на свободной границе, также подтверждают результат

слияния пузырьков, полученного методом осреднения. Проверка осуществля-

лась для отношений радиусов R2{R1 “ t1,3,10u, зависимости относительного

расстояния δ “ h{R1 от безразмерного времени ωt для различных парамет-

ров M и ε0 представлены на Рис. 4.24 - 4.26.
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Рис. 4.24: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 1 при а) M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02,

б) M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u (случай свободной границы).
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Рис. 4.25: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 3 при а) M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02,

б) M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u (случай свободной границы).
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Рис. 4.26: Зависимость относительного расстояния между пузырьками δ “ h{R1 от безраз-

мерного времени ωt для R2{R1 “ 10 при а) M “ t0,0; 0,005; 0,01; 0,02; 0,04; 0,07u и ε0 “ 0,02,

б) M “ 0,02 и ε0 “ t0,01; 0,02; 0,03; 0,04; 0,05u (случай свободной границы).

4.4 Общий случай

Для общего случая скольжения на границе, рассмотренного в параграфе

3.6.3, можно получить условия отсутствия слияния аналогичными методами.

В эти условия будет входить дополнительно параметр скольжения λ, кото-

рый меняется от 0 в случае прилипания, до бесконечности в случае свободной

границы. Условия отсутствия слияния соответствуют малым значениям па-

раметра λ. Этот случай наиболее интересен и результаты будут близки к

изученному случаю прилипания на границе пузырьков. При рассмотрении

движения сферических газовых пузырьков с поверхностно-активными веще-

ствами λ можно оценить в соответствии с обзором [63] как λ „ 10 нм. Учи-

тывая, что критическое расстояние между сферами для их слияния также

порядка 10 нм, можно сделать вывод, что условия слияния и его отсутствия

принципиально не изменятся.

4.5 Выводы

Получено аналитическое условие слияния пузырьков в переменном поле дав-

ления. Условие подтверждается численным решением точных уравнений ди-

намики пузырьков. Пузырьки сливаются при отношении радиусов меньше

2,8, а при отношении больше 3 в зависимости от параметра вязкости и ам-
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плитуды пульсаций слияние может отсутствовать. В случае отсутствия тан-

генциального напряжения пузырьки всегда сливаются.
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Заключение

1. Точно решена краевая задача для движения двух пульсирующих сфер,

центры которых двигаются вдоль оси симметрии в потенциальном пото-

ке идеальной жидкости и из нее найдена новая форма для коэффициен-

тов кинетической энергии жидкости.

2. Достоверность новой формы обосновывается доказательством ее тожде-

ственности с известным решением.

3. Разработана процедура построения всех членов разложения коэффици-

ентов кинетической энергии по малому расстоянию между поверхностя-

ми сфер (зазору между сферами) в окрестности их контакта.

4. В приближении Стокса найдены выражения вязких сил взаимодействия

двух пульсирующих сфер, центры которых двигаются вдоль оси симмет-

рии.

5. Построено двухчленное разложение вязких сил, действующих на сферы

вблизи контакта. Главный член обратно пропорционален малому зазору,

а второй член зависит от него логарифмически.

6. Составлены 4 уравнения Лагранжа для координат центров и радиусов

пузырьков.

7. Показано, что для частоты акустического воздействия много меньшей

собственной частоты колебаний пузырьков относительные амплитуды

пульсаций пузырьков меняются по одинаковому закону, тем самым было

уменьшено количество уравнений Лагранжа до 2.

8. Доказано, что приближенно выполняется закон сохранения импульса си-

стемы и с помощью метода исключения циклической координаты Рауса

система уравнений сведена к одному динамическому уравнению.
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9. Методом осреднения при малой амплитуде пульсаций пузырьков полу-

чено условие слияние пузырьков. При отношении радиусов пузырьков

меньше 2,8 пульсирующие в периодическом поле давления пузырьки

сближаются до их контакта. При отношении радиусов больше 3 сбли-

жение прекращается и устанавливается равновесный зазор между пу-

зырьками. Достоверность аналитического решения, полученного мето-

дом осреднения, подтверждается сравнением с численным решением пол-

ных динамических уравнений.
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Список сокращений и условных

обозначений

Обозначение Размерность Описание

A1,B,A2, [м3] коэффициенты квадратичной формы

C11,C12,C21,C22 кинетической энергии жидкости

D1,E,D2

an,bn,cn,dn [м3/с] коэффициенты функции Unpξq в случае

вязкого течения жидкости

αn,βn [м3/с] коэффициенты функции Unpξq в случае

течения идеальной жидкости

β1,β2 (Гл. 3) [Па¨с/м] коэффициенты проскальзывания

на границе сфер

Cν
npµq [-] n полином Гегенбауэра

c [м] размерный параметр перехода к

бисферическим координатам

δ [-] относительное расстояние между

сферами h{R1

δ0 [-] среднее значение δ при установившихся

малых осцилляциях

εiptq [-] относительное изменение радиуса Riptq
ε0 [-] амплитуда εiptq
FB [Н] обобщенная сила Бьеркнеса BT {Br
Fµli [Н] вязкие силы действующие на сферы

f̄ [-] безразмерная осредненная сила

γ [-] показатель адиабаты газа

h [м] расстояние между поверхностями сфер

Ii [кг¨м/с] обобщенные импульсы
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Обозначение Размерность Описание

I [кг¨м/с] полный импульс системы

k [-] отношение радиусов R2{R1

L [Дж] Функция Лагранжа T ´ Π

λi (Гл. 2) [-] параметры равные τi{pτ1 ` τ2q
λ, λ1,λ2 (Гл. 3) [м] длина скольжения на границе сфер

M “ µl{pρlR2
10ωq [-] безразмерный параметр вязкости

µ “ cos ζ [-] аргумент полинома Гегенбауэра Cν
npµq

µl [Па¨с] вязкость жидкости

Π [Дж] потенциальная энергия двух пузырьков

pptq [Па] давление в момент времени t

pi0 [Па] давление в i-ом пузырьке в отсутствии

пульсации внешнего давления

p8 [Па] среднее статическое давление

∆p [Па] амплитуда колебаний давления

R [м] характерный радиус пузырьков (сфер)

Riptq [м] радиусы сферических пузырьков

9Ri [м/с] скорости изменения радиусов сфер

Ri0 [м] радиусы сферических пузырьков в

отсутствии пульсации давления

sR “ R1R2

R1`R2

[м] приведенный радиус пузырьков

r [м] расстояние между центрами сфер

pρ,θ,zq [-] цилиндрическая система координат

ρl [кг/м3] плотность жидкости

σ [Н/м] коэффициент поверхностного натяжения

на границе жидкость-газ

T [Дж] Кинетическая энергия жидкости

TR [Дж] Функция Рауса

τ1,´τ2 [-] координата ξ положений сфер

Unpξq [м3/с] весовые функции при разложении

функции тока по полиномам Гегенбауэра

u1 “ ´ 9z1 [м/с] скорости центров сфер направленные

u2 “ 9z2 на встречу друг друга

113



Обозначение Размерность Описание

ψ [-] функция тока Стокса

ω [рад/с] круговая частота акустического

поля давления

ω0 [рад/с] собственная круговая частота

радиальных колебаний пузырька

pξ, ζ, θq [-] бисферические координаты

zi [м] координата центра i сферы по оси Oz

zsum [м] циклическая координата z1 ` z2
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