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«The traditional theory of the solid state rests on two false assumptions.
One is the principle of a constant relaxed (or standard) state. The other
is the principle of relaxability-in-the-large, first formulated mathematically
by de Saint-Venant. His equations are essentially identical with
Riemann’s equations expressing the condition that a geometry be
Euclidean-in-the-large.»

Epstein M. The Geometrical Language of Continuum Mechanics. —
Cambridge University Press, 2010.

«The body itself dwells in the Platonic world of differentiable manifolds,
of which we can only see the manifestations in the world of phenomena,
amenable to perception, in this case, in the guise of configurations...»
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Технологические проблемы

Уменьшение толщины — увеличение производительности
(тактовой частоты) микроэлектронных устройств.

Начальное деформирование слоев и (или) подложки — создание
предписанной анизотропии физических свойств покрытия и
оптимизации его производительности (Strained Silicon).

Создание асимметрии кристаллической структуры —
электро-оптические модуляторы микроскопического масштаба —
электронно-оптических сверхбольшие системы.

Создание предписанной структуры областей локальной
неустойчивости — квантовые точки, (Quantum Dots),

Создание структур, обладающих свойствами самоорганизации
(Self-Assembling Structures).

Управление деформацией подложки в процессе создания
многослойной эпитаксиальной системы — управление эффектом
возникновения внутренних напряжений из-за различия периодов
кристаллической структуры слоев (Mismatch Effect).

Создание гибких многослойных структур для использования в
биоэлектронике.
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Тело как гладкое

многообразие
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Тело B — гладкое n–мерное многообразие, т.е.:

Математические кон-
цепции

Физические концепции

Ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
êîíòèíóóìà

Íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ìà-
òåðèè

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî

Áëèçêîäåéñòâèå

Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàí-
ñòâî

Âîçìîæíîñòü ðàçáèåíèÿ íà
íåçàâèñèìûå ÷àñòè

Ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé
áàçîé

Ïðåäñòàâëåíèå òåëà â âèäå ¾ñî-
åäèíåíèÿ¿ èç ñòàíäàðòíîãî íà-
áîðà êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ÷à-
ñòåé

Êàðòðèðóåìî ¾Êîîðäèíàòíàÿ¿ èäåíòèôèêà-
öèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèé ïåðåõîäà ìåæäó
êàðòàìè

Âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôèçè÷åñêèõ ïî-
ëåé íà òåëå
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Картрирование поверхности Клейна
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Физическое пространство P — гладкое m–мерное
многообразие.

Êîíôèãóðàöèÿ � ýòî ãëàäêîå âëîæåíèå κ : B → P, ò.å.:

κ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå;

â êàæäîé òî÷êå B ðàíã ìàòðèöû ßêîáè êîîðäèíàòíîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ κ ðàâåí n;

κ � ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç, ò.å. íà κ(B).

B P

κ

̂︀κ

̂︀κ−1

С.А. Лычев, К.Г. Койфман Геометрические методы моделирования структурно-неоднородных тел 14/69



Координатное представление конфигурации

W𝛼𝛽 = U𝛼 ∩ κ−1(V𝛽)

B U𝛼 V𝛽 P

X W𝛼𝛽 κ(W𝛼𝛽) κ(X)

𝜙−1
𝛼 (W𝛼𝛽) 𝜓−1

𝛽 (κ(W𝛼𝛽))

Rn Rm

κ

𝜙𝛼 𝜓𝛽

𝜓−1
𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙𝛼

⊃ ⊂

∪ ∪

∩ ∩

∈ ∋
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Тело и физическое пространство
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От физической структуры — к представительному

объему
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Измеряемые объекты

Â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå P

Ðèìàíîâà ìåòðèêà g çàäàåòñÿ a priori è íå çàâèñèò îò òåëà.

Îáúåêò èññëåäîâàíèé � ìàòåðèàëüíûå êðèâûå

Îáúåêò èçìåðåíèé � îáðàçû ìàòåðèàëüíûõ êðèâûõ

×óâñòâèòåëüíîñòü � êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ

Cauchy A.-L. Recherches sur l’équilibre et le mouvement int́rieur

des corps solides ou fluides, élastiques ou non élastiques //
Bulletin de la Société philomatique. — 1823. — P. 9–13.

Cauchy A.-L. Sur la condensation et la dilatation des corps

solides // Ex. de Math. — 1827. — P. 60–69.

Cauchy A.-L. Mémoire sur les dilatations, les condensations et les

rotations produits par un changement de forme dans un systéme
de points matériels // Oeuvres (2) Gauthier–Villars. — 1841. —
Vol. 12. — P. 343–377.
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Отклик

Ïðîñòîé ìàòåðèàë

Îòêëèê õàðàêòåðèçóåòñÿ çàâèñèìîñòüþ

W = 𝒲(X, Tκ, g),

ãäå W � ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè, X ∈ B, g � ðèìàíîâà
ìåòðèêà â P, à Tκ : TB → TP � ãðàäèåíò äåôîðìàöèè.

Îòíîøåíèå ìàòåðèàëüíîé èçîìîðôíîñòè

Òî÷êè X, Y ∈ B ìàòåðèàëüíî èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ΦXY : TXB → TYB, òàêîå, ÷òî

𝒲(X, TYκ ∘ ΦXY, g) = 𝒲(Y, TYκ, g),

äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè κ.
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Единообразная локальная форма

Åäèíîîáðàçíàÿ ëîêàëüíàÿ ôîðìà. Ñëó÷àé κR
Xi

̸= κR
Xj
,

i , j = 1, 2, 3
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Материальная метрика

Ãèïîòåçà

Òåëó B èç ïðîñòîãî ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî
RefB = {κR

X}X∈B ãëîáàëüíûõ êîíôèãóðàöèé

κR
X : B → P, κR

X : Y ↦→ κR
X (Y),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåîáðàçóåò ýëåìåíòàðíûé îáúåì,
îêðóæàþùèé ÷àñòèöó X òåëà, â åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó.

Ñåìåéñòâî ìåòðèê

Ñåìåéñòâî RefB = {κR
X}X∈B îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî ìåòðèê

{G(X)}X∈B ðàâåíñòâîì

G(X) = (κR
X )*g,

ò.å.
∀u, v ∈ TB G(X)(u, v) := g(TκR

Xu, TκR
Xv).
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Материальная метрика

Ñèíòåç ìåòðèêè ïî ñåìåéñòâó {G(X)}X∈B
Гипотеза: Ïîëå G : B ∋ X ↦→ G(X)|X ∈ T *

XB⊗ T *
XB ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêèì.
G � ìàòåðèàëüíàÿ ìåòðèêà:

∀u, v ∈ TB G(u, v) := g(TXκR
Xu, TXκR

Xv).
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Локальная конфигурация и имплант

Ëîêàëüíûå êîíôèãóðàöèè

Гипотеза: Ïîëå 𝒦 : X ↦→ TXκR
X � ãëàäêîå.

𝒦 � ïîëå ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Â òåðìèíàõ 𝒦:

∀u, v ∈ TB G(u, v) := g(𝒦u, 𝒦v).

Èìïëàíò

Ïóñòü dimB = dimP.
Гипотеза: Ïîëå K = TκR ∘ 𝒦−1 � ãëàäêîå äëÿ ëþáîé
êîíôèãóðàöèè κR .
K � ïîëå èìïëàíòà.

Noll W.

Materially Uniform Simple Bodies with Inhomogeneities.
Arch. Rat. Mech. Anal. Vol. 49. 27(1), P. 1–32. (1967).

Maugin G. A.
Material inhomogeneities in elasticity.
Chapman and Hall, London, 1993, p. 294.
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Локальная конфигурация и имплант
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Материальная метрика

Ìåòðèêà G ïîðîæäàåò ñâÿçíîñòü ∇ Ëåâè�×èâèòà íà òåëå B

Äëÿ u = ui𝜕i , v = v j𝜕j � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇uv:

∇uv = ui
(︁
𝜕iv

k + v jΓk ··
· ij

)︁
𝜕k = ui∇iv

k𝜕k ,

ãäå ∇iv
k = ⟨dxk , ∇𝜕iv⟩.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè:

Γk ··
· ij =

G kl

2
(𝜕iGjl + 𝜕jGil − 𝜕lGij) .

Çäåñü Gij = G(𝜕i , 𝜕j), (G ij) = (Gij)
−1.

Êðèâèçíà ñâÿçíîñòè ∇:

R i
jkl = 𝜕kΓi

lj − 𝜕lΓ
i
kj + Γi

krΓr
lj − Γi

lrΓr
kj .
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Материальная

связность
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Связности на теле и физическом пространстве

Ïóñòü M îáîçíà÷àåò òåëî B èëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P.

Ëèíåéíàÿ (àôôèííàÿ) ñâÿçíîñòü ∇ � îòîáðàæåíèå

∇ : 𝒱(M) × 𝒱(M) → 𝒱(M), (u, v) → ∇uv,

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

(i) ∀u, v, w ∈ 𝒱(M) ∇u+vw = ∇uw + ∇vw;
(ii) ∀u, v ∈ 𝒱(M) ∀f ∈ 𝒞∞(M; R) ∇f uv = f∇uv;
(iii) ∀u, v, w ∈ 𝒱(M) ∇u(v + w) = ∇uv + ∇uw;
(iv) ∀u, v ∈ 𝒱(M) ∀f ∈ 𝒞∞(M; R) ∇u(f v) = f∇uv + (uf )v
� ïðàâèëî Ëåéáíèöà.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γk ··
· ij : ∇𝜕i𝜕j = Γk ··

· ij 𝜕k .

Äëÿ u = ui𝜕i , v = v j𝜕j � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå
êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇uv:

∇uv = ui
(︁
𝜕iv

k + v jΓk ··
· ij

)︁
𝜕k = ui∇iv

k𝜕k , ãäå ∇iv
k = ⟨dxk ,∇𝜕iv⟩.
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Связности на теле и физическом пространстве

Êðó÷åíèå, êðèâèçíà, íåìåòðè÷íîñòü

T � êðó÷åíèå, R � êðèâèçíà, Q � íåìåòðè÷íîñòü:

T(u, v) = ∇uv −∇vu− [u, v];

R(u, v, w) = ∇u∇vw −∇v∇uw −∇[u, v]w;

Q(u, v, w) = g(∇uv, w) + g(v, ∇uw) − u[g(v, w)],

ãäå g � ìåòðèêà íà M.
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Связности на теле и физическом пространстве

R T Q Пространство Где используется

∙ ∙ ∙ аффинно–метрическое общий случай
несовместных деформаций

∙ ∙ ∘ Римана–Картана ОТО (Эйнштейн–Картан)
∙ ∘ ∙ Римана–Вейля нелинейная термоупругость
∙ ∘ ∘ Римана ОТО (Эйнштейн)
∘ ∙ ∙ Вейля-Картана калибровочные теории гравитации
∘ ∙ ∘ Вайценбока континуальная теория дислокаций
∘ ∘ ∙ Вейля континуальная теория пористых сред
∘ ∘ ∘ Евклида механика Ньютона

Символ ∙ — поле, отличное от нуля, а ∘ — поле, ≡ нулю.

Levi-Civita T. Nozione di parallelismo in una varietà qualunque e

conseguente specificazione geometrica della curvatura
riemanniana // Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. —
1916. — dec. — Vol. 42, no. 1. — P. 173–204.

Weitzenböck R. Invariantentheorie // P. Noordhoff, Groningen. —

1923.

Cartan E. J. Sur les variétés á connexion affine et la théorie de la

relativité généralisée // Annales Scientifiques de l’Ecole Normale
Supérieure. —
1923. — Vol. 40. — P. 325–412.
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Связность Вайценбока

Ñâÿçíîñòü Âàéöåíáîêà íà ôîðìå òåëà κR(B) ââîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïîëÿ èìïëàíòîâ K = (K)i ··j𝜕i ⊗ dX j . Ýòîìó ïîëþ
ñîîòâåòñòâóåò ïîëå ðåïåðîâ

κR(B) ∋ X ↦→ (zi |X )ni=1, zi = (K)j ··i𝜕j .

Ñâÿçíîñòü Âàéöåíáîêà ∇:

∇zi zj = 0, i , j = 1, . . . , n.

Теорема. Â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕i ):

Γk ··
· ij = (K)k ·· r𝜕i (K

−1)r ·· j .

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà

Γr · ·
·sq (K−1)i ··r (K)s ·· j(K)q ··k + (K−1)i ··r (K)s ·· j𝜕X s (K)r ··k = 0.
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Геометрическая иллюстрация
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Словарик

анализа на

многообразиях
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Сравнение понятий

Понятия Евклидова Неевклидова
механика континуума механика континуума

Место Векторное поле мест r Локальные координаты
(в евклидовом смысле) (xk )

Инфинитезимальные Δr = r2 − r1, где Класс эквивалентных
материальные волокна r1, r2 — векторы места кривых

Деформация 𝛾 : ℰ ⊃ SR → St ⊂ ℰ, или, P ⊃ κR(B) → κt(B) ⊂ P
𝒱 ⊃ UR → Ut ⊂ 𝒱

Конфигурация Не используется κ : B → P
Вектор перемещений u = x− X Не используется

Градиент деформаций F = 1+ (∇⊗ u)T F = Tκ
Силы Векторы Ковекторы

Тензоры 𝒱 ⊗ 𝒱, 𝒱 ⊗ 𝒱 ⊗ 𝒱, ... TXB⊗ TXB, TXB⊗ T*
XB, ...

Поля ℰ → 𝒱 ⊗ 𝒱 Сечения
«Жонглирование Евклидов метрический Музыкальные

индексами» тензор, gij , g
ij изоморфизмы (·)♭, (·)♯

Замена Преобразования «pull–back» и
формы Пиолы «push–forward», κ*, κ*
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Меры деформаций

Понятия Евклидова Неевклидова
механика континуума механика континуума

Деформация 𝛾 : ℰ ⊃ SR → St ⊂ ℰ, или, P ⊃ κR(B) → κt(B) ⊂ P
𝒱 ⊃ UR → Ut ⊂ 𝒱

Конфигурация Не используется κ : B → P
Градиент деформаций F = ∇𝛾 F = Tκ
Транспонированный v · Fu = u · FTv g(Fu, v) = G(u, FTv)

градиент деформаций FT

Левый тензор B = FFT B = FFT

Коши–Грина

Правый тензор C = FTF C = FTF
Коши–Грина

Òåíçîðû Êîøè�Ãðèíà (íååâêëèäîâà ìåõàíèêà êîíòèíóóìà)

Ïðàâûé òåíçîð Êîøè-Ãðèíà C îïðåäåëÿåò
¾pull�back¿�îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè, à ëåâûé,
B, � ¾push�forward¿�îòîáðàæåíèå ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè:

C♭b = κ*g, B♯p = κ*(G♯b),

ãäå (·)♭, (·)♯ � ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû.
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Напряжения

Понятия Евклидова Неевклидова
механика континуума механика континуума

Внешняя нормаль Вектор n, Аннулятор, ковектор 𝜈:
n⊥ d𝒮 ⟨𝜈, u⟩ = 0, ∀u ∈ T𝒮

Ориентированная (n, dS) Инклинация
площадка на расслоении Грассмана
Плотность Вектор tn(x) Сечение

контактных сил Коши
Тензор напряжений 𝜎 : B → T*P⊗ T*P Ковекторнозначная форма

Коши T ∈ ℱ1(P)⊗ℱm−1(P)
Тензор напряжений p : B → T*P⊗ T*B Ковекторнозначная форма

Пиолы–Кирхгофа I рода P ∈ ℱ1(P)⊗ℱn−1(B)
Тензор напряжений s : B → T*B⊗ T*B Ковекторнозначная форма

Пиолы–Кирхгофа II рода S ∈ ℱ1(B)⊗ℱn−1(B)

Преобразование Пиолы J𝜎 = p·FT P = κ*2T
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Баланс мощности

Ïóñòü t ↦→ κt � äâèæåíèå, B0 ⊂ B � ïðîèçâîëüíàÿ ÷àñòü òåëà.
В пространстве:∫︁
κt(B0)

⟨v, b⟩𝜌𝜇+

∫︁
κt(𝜕B0)

⟨v, T⟩ =
d

dt

∫︁
κt(B0)

(︂
1

2
⟨v♭, v⟩ + e

)︂
𝜌𝜇.

На теле:∫︁
B0

⟨V, b0⟩𝜌0𝜇0 +

∫︁
𝜕B0

⟨V, P⟩ =
d

dt

∫︁
B0

(︂
1

2
⟨V♭, V⟩ + e0

)︂
𝜌0𝜇0.

Çäåñü b0 = b ∘ κt , e0 = e ∘ κt , 𝜌0 = 𝜌 ∘ κt , v = V ∘ κ−1
t .
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Принцип ковариантности

Ïóñòü òåîðèÿ îïèñûâàåòñÿ òåíçîðíûìè ïîëÿìè u1, . . . , un,
îïðåäåëåííûìè â ïðîñòðàíñòâå S è óðàâíåíèÿ òåîðèè èìåþò
âèä Fk(u1, . . . , un) = 0, k = 1, . . . , n.

Óðàâíåíèÿ � êîâàðèàíòíûå, åñëè äëÿ ëþáîãî
äèôôåîìîðôèçìà Φ : S → S âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

(Φ*Fk)(u1, . . . , un) = Fk(Φ*u1, . . . , Φ*un), k = 1, . . . , n.

Åâêëèäîâà Íååâêëèäîâà
ìåõàíèêà êîíòèíóóìà ìåõàíèêà êîíòèíóóìà

(CL1)
𝜕𝜌

𝜕t
+ div v = 0 Lv (𝜌𝜇) = 0

(CL2) ∇·𝜎 + b = 𝜌
𝜕v

𝜕t
dT + b⊗𝜇 = v̇♭⊗𝜌𝜇

(CL3) 𝜎 = 𝜎T (u⊗w) ∧̇T = (w⊗u) ∧̇T

(CL4) 𝜎 = J−1
𝜕𝒲(F)

𝜕F
·FT T = *2

(︂
2𝜌
𝜕e

𝜕g

)︂
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Оператор Картана

Ïóñòü M îáîçíà÷àåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇,
ïðåäñòàâëÿþùåå òåëî B èëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P, à Γ
îáîçíà÷àåò 𝒱(M) èëè ℱ1(M). Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

d : Γ ⊗ℱk−1(M) → Γ ⊗ℱk(M); T ↦→ dT,

ãäå 1 6 k , îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

d ⟨u,T⟩ = ⟨u, dT⟩ + ∇u∧̇T.

Çäåñü ∧̇ � îïåðàöèÿ âíóòðåííå�âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ
(inner�exterior product):

∧̇ : (𝒱(M)⊗ℱ1(M))×(ℱ1(M)⊗ℱk−1(M)) → ℱk(M), (T,S) ↦→ T∧̇S,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé è óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó

(u⊗ 𝛽)∧̇(𝜗⊗ 𝜔) = ⟨u, 𝜗⟩𝛽 ∧ 𝜔.
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Оператор Картана

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D îïåðàòîð Êàðòàíà íà B è ñîõðàíèì ñèìâîë
d äëÿ îïåðàòîðà íà P. Ïóñòü 𝛾 i · ··jk � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â
ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, Γ𝛼 · ·

· 𝛽𝜅 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè íà
òåëå. Òîãäà

⟨v, dT⟩ =
[︁
𝜕kT

·k
a · + T ·k

a · 𝛾
q · ·
·qk − 𝛾b · ··akT

·k
b ·

]︁
va𝜇,

⟨V, DP⟩ =
[︁
𝜕𝜅P

·𝜅
a · + P ·𝜅

a · Γ𝜏 · ·· 𝜏𝜅 − 𝛾b · ··aj F
j ·
·𝜅P

·𝜅
b ·

]︁
V a𝜇0.

Â ñêîáêàõ ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïðèñóòñòâóþò êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè êàê ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê è ìàòåðèàëüíîãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå îáà âûðàæåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò äèâåðãåíöèè ïîëÿ íàïðÿæåíèé â êðèâîëèíåéíûõ
êîîðäèíàòàõ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
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Уравнения баланса

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, Lv (𝜌𝜇) = 0:

𝜕𝜌(X , t)

𝜕t
+ div𝜇(𝜌v) = 0, ãäå

𝜇 = 𝜇1...n dx
1 ∧ . . . ∧ dxn � ôîðìà îáúåìà íà κt(B);

∧ � îïåðàöèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ;

v � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñêîðîñòü;

div𝜇 � äèâåðãåíöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìå îáúåìà 𝜇.

Áàëàíñ èìïóëüñà, dT + b⊗𝜇 = v̇♭⊗𝜌𝜇:

𝜕kT
·k
a · +T ·k

a · 𝛾
q
qk−𝛾

b
akT

·k
b · +ba = 𝜌 gak

[︂
𝜕vk

𝜕t
+ v i

(︁
𝜕iv

k + v j𝛾k ··· ij

)︁]︂
,

ãäå a = 1, 2, . . . dimP, gak = g(𝜕a, 𝜕k), à 𝛾k ··· ij � êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè Ëåâè�×èâèòà íà P.
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О дивергенции на гладком многообразии M

Ïóñòü 𝜇 � ôîðìà îáúåìà, u ∈ 𝒱(M).

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ u: div𝜇 u : M → R,

ℒu𝜇 = (div𝜇 u)𝜇.

Ïóñòü íà M çàäàíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü ∇.

Äëÿ u ∈ 𝒱(M) îïðåäåëèì ïîëå div∇ u : M → R:

div∇ u := ∇iu
i .

Ïóñòü çàäàíû ìåòðèêà g è ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíîñòü ∇.

Ôîðìó îáúåìà 𝜇, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì u ∈ 𝒱(M)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

div𝜇 u = div∇ u,

íàçîâåì ôîðìîé îáúåìà, ñîâìåñòíîé ñ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ.
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О дивергенции на гладком многообразии M

Îáùåå ïðåäñòàâëåíèå div∇ u:

div∇ u =
1
√
g
𝜕k

(︁
uk

√
g
)︁

+

+ uk(T j · ·
·jk − T · · j

jk · + T · j ·
k ·j )/2 + uk(Q j · ·

·jk + Q · · j
jk · − Q · j ·

k ·j )/2.

×àñòíûé ñëó÷àé � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî,
dV =

√
g dx1 ∧ . . . ∧ dxn:

divdV u = div∇ u =
1
√
g
𝜕k

(︁
uk

√
g
)︁
.

Åñëè 𝜇 = f dV , ãäå ôóíêöèÿ f ∈ 𝒞∞(M; R), f (p) > 0 äëÿ âñåõ
p ∈ M, òî:

divf dV u = divdV u +
u(f )

f
.
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О дивергенции на гладком многообразии M

Îáîçíà÷èì Θ = ln f , òîãäà

Теорема. Âèä ôîðìû îáúåìà:

𝜇 = eΘ
√
gdx1 ∧ . . . ∧ dxn, ãäå 𝜕kΘ = Sk + Vk , k =1,. . .,n.

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè: ôîðìà 𝜇 ñóùåñòâóåò â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà 1�ôîðìà (Sk + Vk)dxk òî÷íà, ò.å. ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì Θ.

Ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî
ñî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè�×èâèòà è ôîðìîé îáúåìà, ñîãëàñîâàííîé ñ
ìåòðèêîé. Ïîýòîìó, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû èìååò âèä:

𝜕𝜌(X , t)

𝜕t
+

1
√
g
𝜕k

(︁
𝜌vk

√
g
)︁

= 0.
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Структурно

неоднородные

тела
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Структурно неоднородное тело

Ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûå òåëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñåìåéñòâîì G
ãëàäêèõ òåë:

G = {B𝛼}𝛼∈I,

ãäå I � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ.

Ìãíîâåííûé ìàòåðèàëüíûé ñîñòàâ òåëà

Êàæäûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà G, ò.å. ìíîæåñòâî B𝛼,
õàðàêòåðèçóåò ìãíîâåííûé ìàòåðèàëüíûé ñîñòàâ òåëà.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññîâ ðîñòà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà I
îïðåäåëÿåò èõ õàðàêòåð:

Card I = N <∞ ðîñò äèñêðåòåí;

Card I = ℵ1 ðîñò íåïðåðûâåí.
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Структурно неоднородное тело

Óïîðÿäî÷åííîñòü G ïî âëîæåíèþ

∀𝛼, 𝛽 ∈ I (𝛼 < 𝛽) ⇒ (B𝛼 ⊂ B𝛽).
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Эволюция материальной структуры

M � ìàòåðèàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (àíàëîã óíèâåðñóìà òåë, ïî
Òðóñäåëëó).
Ýâîëþöèÿ ìàòåðèàëüíîé ñòðóêòóðû ìàòåìàòè÷åñêè
îïðåäåëÿåòñÿ óêàçàíèåì óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè (E, ℳ, Z), ãäå
E = {(B𝛼, w𝛼)}𝛼∈I � ñåìåéñòâî, â êîòîðîì:

I ⊂ R � îòêðûòûé èíòåðâàë;
B𝛼 � ãëàäêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ M;
w𝛼 � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ

w𝛼 : B → B𝛼,

ãäå B � ïîäìíîãîîáðàçèå M.

Ìíîãîîáðàçèå B îäíî è òî æå äëÿ âñåõ 𝛼 � îòñ÷åòíîå
ìíîãîîáðàçèå ýâîëþöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
ℳ = {κt}t∈T � äâèæåíèå.
Îòîáðàæåíèå Z � äèôôåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà âðåìåííîãî
ïàðàìåòðà t ∈ T â ýâîëþöèîííûé, 𝛼 ∈ I:

Z : T → I, t ↦→ Z(t) = 𝛼.
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Эволюция материальной структуры

Êëàññè÷åñêèé òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà Ýøåëáè:

e = W I− FTp.

Ïîëå Ýøåëáè íà ìíîãîîáðàçèè:

e = W I♯ − FTyp1♯2♯.

Óðàâíåíèå áàëàíñà äëÿ êîíôèãóðàöèîííûõ ñèë:

div e + (∇FT) yyp
1♯2♯ − 𝜌0F

Tyb♯0 = (∇BW )♯,

ãäå W : B → R � ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè.
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Структурно неоднородный цилиндр

Çàðàíåå ðàçìåðû òåë�ñëîåâ â îòñ÷åòíîé ôîðìå íå èçâåñòíû è
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

âíóòðåííèé ðàäèóñ îòñ÷åòíîé ôîðìû òåëà�ñëîÿ Is+1 ðàâåí
Rs+1
i = S s+1 r se, s−1, ãäå 0 < S s+1 < 1 � êîýôôèöèåíòû óñàäêè,

à r se, s−1 � âíåøíèé àêòóàëüíûé ðàäèóñ òåëà�ñëîÿ Is . Çàäàíû

ðàäèóñ R1
i = 𝜌 è îòñ÷åòíûå òîëùèíû òåë�ñëîåâ: ∆k = Rk

e − Rk
i ,

k = 1, . . . , N.

Äåôîðìàöèè òåë�ñëîåâ ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè
íåîäíîðîäíûìè äåôîðìàöèÿìè ïîëîãî öèëèíäðà:

x(Xk) = eRk

√︁
(eRk · Xk)2 + aks−1 + eΞk ⊗ eΞ

k · Xk .

Ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà k�ãî ñëîÿ:

Bk =
r2 − aks−1

r2
er ⊗ er +

r2

r2 − aks−1
e𝜃 ⊗ e𝜃 + e𝜉 ⊗ e𝜉.
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Структурно неоднородный цилиндр

Ãèïåðóïðóãèé íåñæèìàåìûé ìàòåðèàë: T = −pI+ J1B+ J−1B
−1

Tk = T rr
k er ⊗ er + T 𝜃𝜃

k e𝜃 ⊗ e𝜃 + T 𝜉𝜉
k e𝜉 ⊗ e𝜉,

T rr
k =

𝜇

2

(︃
ln

r2 − aks−1
r2

−
aks−1
r2

)︃
+ pk0, s−1,

T 𝜃𝜃
k =

T rr
k

r2
+
𝜇

r2

(︃
r2

r2 − aks−1
−

r2 − aks−1
r2

)︃
,

T 𝜉𝜉
k = T rr

k + 𝜇 aks−1
r2 − (1 + 𝛽)aks−1/2

r2(r2 − aks−1)
.
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Структурно неоднородный цилиндр

Ïàðàìåòðû aks−1 è pk0, s−1, k = 1, . . . , s, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

𝜇
2

[︁
ln

(R1
i )

2

(R1
i )

2+a1s−1
− a1s−1

(R1
i )

2+a1s−1

]︁
+ p10, s−1 = pi , s−1,

𝜇
2

[︁
ln (Rs

e )
2

(Rs
e )
2+ass−1

− ass−1

(Rs
e )
2+ass−1

]︁
+ ps0, s−1 = pe, s−1,

𝜇
2

[︂
ln (Rk

e )
2

(Rk
e )

2+aks−1

− aks−1

(Rk
e )

2+aks−1

]︂
+ pk0, s−1 =

= 𝜇
2

[︂
ln

(Rk+1
i )2

(Rk+1
i )2+ak+1s−1

− ak+1s−1

(Rk+1
i )2+ak+1s−1

]︂
+ pk+10, s−1,

(Rk
e )2 + aks−1 = (Rk+1

i )2 + ak+1s−1 , k = 1, . . . , s − 1.
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Структурно неоднородный цилиндр

Ñèñòåìà s óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ aks−1:

s∏︁
k=1

𝛾k
𝛼k + 𝜈kxs
𝛽k + 𝜈kxs

= Ws exp

[︃
s∑︁

k=1

(1− 𝛾k)
𝛼k + 𝜈kxs − 1

(𝛼k + 𝜈kxs)(𝛽k + 𝜈kxs)

]︃
,

aks−1 = a1s−1 + Ak , k = 2, . . . , s,

ãäå A1 = 0, Ak =
∑︀k

p=2((Rp−1
e )2 − (Rp

i )2), ïðè k = 2, . . . , s,

𝛾k = (Rk
i /R

k
e )2, 𝛼k = 1 + Ak/(Rk

e )2, 𝛽k = 𝛾k + Ak/(Rk
e )2,

𝜈k = (R1
e /R

k
e )2, xs = a1s−1/(R1

e )2, Ws = exp

[︂
2
pi , s−1 − pe, s−1

𝜇

]︂
.
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Структурно неоднородный цилиндр

Âûðàæåíèÿ äëÿ 𝛼s , 𝛽s , 𝛾s , 𝜈s ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
ñëåäóþùèìè ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

𝛼s+1 = 1+
𝛼s − (S s+1)2(𝛼s + 𝜈sxs)

𝜁s
, 𝛾s+1 =

(S s+1)2(𝛼s + 𝜈sxs)

𝜁s
,

𝛽s+1 = 𝛾s+1 +
𝛼s − (S s+1)2(𝛼s + 𝜈sxs)

𝜁s
, 𝜈s+1 =

𝜈s
𝜁s
,

𝜁s =
(︁
S s+1√𝛼s + 𝜈sxs +

√︀
𝜈s𝜉s

)︁2
, 𝜉s =

(︂
∆s+1

𝜌+ ∆1

)︂2

,

ãäå s > 1. Ïðè ýòîì, 𝛼1 = 𝜈1 = 1, 𝛽1 = 𝛾1 = (𝜌/(𝜌+ ∆1))2.
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Структурно неоднородный цилиндр

Рис.: Относительные радиальные напряжения

(a) (b)

Рис.: Относительные окружные (a) и осевые (b) напряжения
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Структурно неоднородный цилиндр

(a) (b)

Рис.: Параметр раздувания aks−1
(a) и первый инвариант тензора B

(b)
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Геометрическая иллюстрация — дискретная структурная

неоднородность
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Геометрическая иллюстрация — дискретная структурная

неоднородность
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Риманова материальная структура

Àïïðîêñèìàöèÿ ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè,
a : [1.4234, 23.666] → R

a(r) =

{︃
−1.9738, r < 3.7452,

−3.4948 + 7.1796 · 10−1r + 1.2406 · 10−1r2 + 2.828 · 103r3 − 4.5369 · 10−5r4, r > 3.7452.

Ïîëå ëîêàëüíûõ äåôîðìàöèé K𝛼 : X ↦→ TXκR
𝛼; X

K𝛼|X =
r𝛼√︀

r2𝛼 − 𝜌𝛼, X

⃒⃒⃒⃒
⃒
X, 𝜌𝛼, X=a(r)

eR𝛼, X
|X ⊗ dr𝛼|X+

+ eΘ𝛼, X
|X ⊗ d𝜃𝛼|X + eΞ𝛼, X

|X ⊗ d𝜉𝛼|X,

ãäå X = κR
𝛼; X(X).

С.А. Лычев, К.Г. Койфман Геометрические методы моделирования структурно-неоднородных тел 63/69



Риманова материальная структура

Ìàòåðèàëüíàÿ ìåòðèêà G𝛼 : X ↦→ G𝛼|X

G𝛼|X =
r2𝛼

r2𝛼 − 𝜌𝛼(r𝛼)

⃒⃒⃒⃒
X

dr𝛼|X ⊗ dr𝛼|X+

+
(︀
r2𝛼 − 𝜌𝛼(r𝛼)

)︀
|Xd𝜃𝛼|X ⊗ d𝜃𝛼|X + d𝜉𝛼|X ⊗ d𝜉𝛼|X.

Ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû Êîøè�Ãðèíà:

C = G𝛼𝛾gij
𝜕κi

𝜕X𝛾
𝜕κj

𝜕X𝛽
𝜕X𝛼 ⊗ dX𝛽.

B = G𝛼𝛽glj
𝜕κl

𝜕X𝛽
𝜕κk

𝜕X𝛼
𝜕X k ⊗ dX j .
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Риманова материальная структура

Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇𝛼 Ëåâè�×èâèòà èìåþò
âèä (â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà, èíäåêñ 𝛼 äàëåå îïóñêàåòñÿ):

Γ1 · ··11 =
−2𝜌(r) + r𝜌′(r)

2(r3 − r𝜌(r))
, Γ1 · ··22 =

(r2 − 𝜌(r))(−2r + 𝜌′(r))

2r2
,

Γ2 · ··12 = Γ2 · ··21 =
2r − 𝜌′(r)

2r2 − 2𝜌(r)
.

Â îáùåì ñëó÷àå êðèâèçíà ïîëó÷åííîé ñâÿçíîñòè íåòðèâèàëüíà:
åå èíâàðèàíò Ðè÷÷è èìååò âèä:

S𝛼 =
r𝛼𝜌

′′
𝛼(r𝛼) − 𝜌′𝛼(r𝛼)

r3𝛼

è îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî ïðè 𝜌𝛼(r𝛼) = C1r
2
𝛼 + C2.
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Геометрическая иллюстрация — непрерывная

структурная неоднородность
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